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Correction de ’exercice Noél 10
Analyse asymptotique

Solution de I’exercice 1

1. On sait que e® =, 1+m+§+%3 + 0 (23). De méme e™*

= 1—x+%2—%+0(x3).Ainsi,
z—

z—0
2 3 2 3
3e” +e " jo3+3x+3%+3%+0(3:3>+1—x+%—%+0(1‘3)
xX

:O4+2$—|—2x2—|—23—|—0(1:3).
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Deés lors, on a

3 2 3
- 2, T 3) ) = r T 3
f($)$:01n<4+2x+2x + 3 +0(9: )) zzoln(4)+ln<1+2+ ) +12+0(x ))
2 3 2 3
Posons u(x) = L+25 + % 40(a?). Alors, u(z) = 0. Or In (1 +u) ol L%+ o(u?).
e Ona
2 3 2 3
u(z)? xio(%—k%—k%—l—o(x?’))(%—i—%—k%%—o(af’))
=5 T to(ad)
+2 4o (2%)
+o (23)
2 3
o Tty o)

o De plus, u(z) ot 5 donc par élévation a la puissance,

3 3
3 x- : 3 _ 3
u(x) Rt ie. u(x) oS +0(x )
o Enfin, o (u(z)) =, (z3)
T—
Ainsi,
z 2 3 3
f(zx) :ln(4)+ln<1+§+7+f+o(:c ))
=In(4) +% +‘%2 +’f—§ +o (z?)
$2 x
-3(F Ty o to (=)
+§(% —+o0 (1‘3))
+o (z?)
=In(4)+ 3 +%2 +% +o (z?)
z2 z3 3
—§ —7 to(@)
+31 to(2%))
+o (z?)
=In(4)+ %+ % + 2083 + 0 (29)
:ln(4)+%+%—%’+o(az3).
Conclusion,
r  3x2 a3 3
f(z) =1n(4) 54—?—@"-0(% )
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2. De la question précédente, on en déduit que

De plus,

[ admet une tangente d’équation y = In(4) + g

f@) - (ln(4) + 5”) 327

2 x:O ?

2 L. R . .. . s
Or pour tout = € R, 3% > 0 et deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré.

Ainsi,

‘la courbe de f est au-dessus de sa tangente en 0, au voisinage de 0.

3. La fonction f est définie et méme €2 sur R. Donc f’ existe et est €2 sur R. Donc par le théoréme de
Taylor-Young, il existe (ag, a1, az) € R3 tel que

f'(z) =, %0t a1+ asz® + 0 (a:2> .

Donc par primitivation du développement limité,

1.2 3

_ L - 3
f(x)zzof(0)+a0x+a12—l—agg—l—o(x).
Or par la question
r  3x2 23 3
f($)zgoln(4)+§+?—§+0(w )
Donc par unicité du développement limité,
f(0) =1n(4) OK )
a 1 ap = 3
00— 3 3
a1 _ 3 = ar =y
2~ 8 3
a2 _ _1 az = —g
37 78

Conclusion,

4. Par factorisation, on a pour tout z € R,

Conclusion,

f(z)=In(3e*+e*) =1In (e$ (3 + e_%)) =z+In (3 + e_h) )

Ve eR, f(x)=x+1In (3—}—6_2:5).

5. La fonction f est dérivable sur son domaine de définition : R, comme composée de fonctions qui le
sont. De plus,

6. On a

Donc

Posons u(x) o
T—r

, —2¢ 2 e 2
veER, flz) =1+ g =12
e 2 — 1—2w+4$2+0(a¢2) = 1-20+2%+0(a?)
z—0 2 z—0 .
1 1 1 1

3+ 027 250 4 — 2z 4 222 + o (2?) 13011—%+%2+0($2).

£+ % + 0 (22). Alors,
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z—0
Ainsi,
111
3—|—672m £—0 41+u
_ 1 2 2
S35 5 o)
+Z 4o(a?)
+o (2%))
_ 1 2 2
1,301"'% —15 +o(z?).
Donc
—2z
, 45 €
!/ (:E) 20 3+e 22
1z 2°
o1 _ 2 2 Loz oz 2
z:>01 2(1 2x + 2z —i—o(w)><4+8 164—0(3:))
1z 2
_ _ 42 2 i,z T 2
(24240 (s2)) (4 'L ofs ))
_ 1 2 2
Solm2 —1 AF to(@)
tr 4L 4o(2?)
—z?  +o(z?)
+o (z?)
1 3 322
=02 +5 =% to(a?)
Conclusion, on retrouve bien que
1 3z 322 9
f@) 25t 7 5 o)
7. (a) On sait que f est trois fois dérivable sur R. De plus, pour tout z € R, f/(z) =1— 231;72;;. Donc
2727 (3 —2x) _ o—2% (92w
Ve e R, fi(a)= —p2¢ BT e (227
(3+e2%)
_ Con 3+e—2x _e—Qa:
(3+e*2x)2
o 12e7®
(3 +e27)%

Puis,

Ve eR f”'(a:) — 19 (—2 e—2z) (3 4 e_QI)Z . e—2x 92 (—26_21) (3 + e_gx)

(3 +e22)*
=2 % (3 + e_%) 3te ™ +(-2)
(3 +e20)
1 —2z
P E )
(34 e27)
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Conclusion,
12 —2z 1 —2z
Ve e R, f"(z)= 672, f"(z) = =242 Ls'
(3+e727) (3 + e~22)

(b) Par ce qui précede, on a

"NH=1-2———=—="—==
70 3+1 4 2
12 3
" e 9
2 2 3

Puisque f est €3, par la formule de Taylor-Young,

/ f"0) »  f"(0)
@) = 1)+ )+ 20 + ==’ + o (a)

x—0

_ r 3 9 3 3 3

I R Vi +o(a’)
xr 3z 23 3

m:01n(4)+§+?_§+0<$>

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question




