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Correction de I’exercice Printemps 06
Intégration / Equations complexes

Solution de ’exercice 1 Soit n € N. On pose u = fetv:t— _Cos(m) Par hypothese u est € sur [a; b]
et v étant € sur R est notamment 4! sur [a;b]. De plus pour tout t € [asb],

u'(t) = f'(t) et V' (t) = sin(nt).

Donc par intégration par parties :

n—/ f(t)sin(nt)d {f(t)_cos(nt)}t 3 /f Mdt

n n

f(a)cos (na) — f(b) sin(nb) +/a f/(t)COST(Lnt)d

n

t.

Majorons maintenant la valeur absolue de cette expression par une suite convergeant vers 0 pour montrer
que (Ip),cn- tend vers 0. Par I'inégalité triangulaire, puisque a < b,

cos nt

L] < f(a) cos (na) — f(b) sin(nb) ‘

n

dt

< \f(a)!COS(na)\;r!f( )| [sin(nd)] +/a 700 !COS?EW)!
Or |cos (na)| < 1, [sin(nb)| < 1, et pour tout ¢ € [a;b], |cos (nt)| < 1. Donc
1, < F@I+ I+ L 1fO1de

n

Posons M = |f(a)| + |f(b)] + ff |f/(t)| dt et observons (c’est important) que M ne dépend pas de n. Par

conséquent,

M
0< |, <—.
n

Donc par le théoréme d’encadrement |1, ] 2 0. Conclusion,
n—-+00

NB : on pouvait continuer a majorer M. Puisque f est €% sur [a;b], f' est continue sur [a;b] et est donc

bornée (et atteint ses bornes) sur [a;b]. Posons N = sup |f'(s)|. On a alors par croissance de l’intégrale
s€asb]

M@+ 17O+ [ 170 < 17@]+ 150+ [Nt = 7@+ 50+ 6 - a.
Solution de ’exercice 2 Soit z € C. Posons w = 2z3. Alors
(B) : 1+ —2-)2>-i=0 & (1+i)w?—(2—i)w—i=0.
Soit A le discriminant associé. On a

A=2—-i)—4(1+i)(—i)=4—4i—1+4i—4=—1.
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Donc les racines carrées de A sont i et —i. Ainsi,
_2—imi _ 200=9)® _1-2i-1 _
W= 2(1l+i3 =g =5 =t
) <«
ouU
2—iti _ 1—
W= 2(1Z+¢3 =5 R
, 2 2 2 1 x
3 _ iy 3 _ . o iz
= zZo=e€e "2 OUZ—7 2—12>—21/2€
i(— 4 2km 1 i — & 4 2km
= E”{ZE[[O;Z]],z:eZ( 6+3) ou Z:Wel( 12+3)
Conclusion,
_fomiz i 1 iz 1 g 1 s
y—{e 6i1;€ Q,We 12,We 12,@6 4
On peut vérifier facilement que i fonctionne : si z =1,
OK!

(14— Q2-) —i=0+d)(-1)*+i(2—i)—i=-1—i+2i+1—-i=0.
Stz = 21%e_il% par exemple, on a

1 1 iz
(1+i)=e % —(2—i) —=e "5 —i = (1+1)

2 V2 2 2 2
—1+1 1—1
_ (9 .
5 ( i) 5 i
i1 -2+ 2412
N 2
=0 OK!
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