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Correction de I’exercice Printemps 08
Séries / Matrices

Solution de ’exercice 1

1. On note que pour tout z € R,

f(z) = cos(z) (¥ —e™™) —sin(z) (e +e~*) = 2sh(x) cos(z) — 2ch(z) sin(z).

De plus,
o) 5 o)
cos(z) = 1- 95; +0 (%)
hie) =, 1+ +o ()
sh(z) = @ f +0(2%).
Par suite,
10 5,2 (55 w0 (@) (125 +0()) -2 (145 4o () (- 5 (07
— 2P D o))~ 2+ o (o)
S o).
Conclusion,
1) 5

2. Quand n — 400, on a % — 0. Donc par la question précédente,

_ s 1 4
Y =T \0) i 308
Or pour tout n € N*, —5% < 0 et est donc de signe constant. Donc par le théoréme sur les équiva-

TN L P 4 .
lents des séries a termes négatifs, on en déduit que Z Uy, et Z —53 sont de méme nature. Or
neN* neN*
Y neN* —ﬁ converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 3 > 1. Conclusion,

La série E Uy, converge.
neN*

Solution de ’exercice 2
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1. On a les égalités entre matrices suivantes :
7 5 7 5 7 5
2 — — i
s (50 (5 2) (52

_ (19 15\ (21 15

-\ —-18 14 —18 —12

(=2 0

Lo =2/

(A’ —3A= 21|

Conclusion,

2. Par la question précédente,
1 3
Al—zA+ =L = L.
( 5 + 5 2) 2

Posons B = —%A + %[2. Alors AB = I5. Conclusion,

1 1 (-4 —
A est inversible et A7 = _§A + 212 _ 5 ( 64 75>.

3. Soit n € N. Par le théoréme de la division euclidienne pour les polynémes, il existe (Qn, R,) € R[X]?
tel que X" = (X2 —3X +2)Qn + Ry, et deg (R,) < deg (X% —3X +2) = 2. Donc deg (R,,) < 1 et
donc il existe (an,b,) € R? tel que R, = a, X + by,. Ainsi,

X" = (X2—3X+2>Qn+anX+bn.

Observe que 1 et 2 sont les deux racines de X2 — 3X + 2. Donc en évaluant en 1 et en 2, on obtient

1= ay,+by, o famtha=1 o e tha=1 Ly Ly — Iy
2™ = 2a,, + b, 2a, + b, = 2" ap =2"—-1
bp=1—a,=2—2"
&
a, =2"—1

Conclusion, pour tout n € N, le reste de la division euclidienne de X™ par X2 —3X + 2 est donné par

[Ry=(2"-1)X +2-2"]

4. Par la question précédente,
vn €N, 3Qu € R[X], X" =(X?-3X+2)Qu+(2"-1)X +2-2",
Soit n € N. En évaluant en A, on obtient,
A" = (A2 =344 2L) Qu(A) + (2" 1) A+ (2-2") I,

Or A% — 3A + 21, = 0. Donc

A= (2" — 1A+ (2-2") 1, = (2" - 1) <_76 _54> +(2-27) <c1> (1)>

_( 6x2"—5 5><(2"—1)>.

S \—6x(2"—1) -5 x2"+6
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Conclusion,
6x2"—-5 5x(2"-1)
n _ (on _ __on —
Vn € N, A"=2"-1)A+(2-2")1, (—6><(2”—1) —5><2"+6>'
NB : on peut vérifier que ce résultat reste juste pour n = —1, on retrouve alors l'inverse de A !



