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Exercice Printemps 12
Séries / Polynémes

Solution de ’exercice 1 Soit P € R[X] et notons d = deg (P). Supposons d > 1, alors deg (P') =d — 1,
deg (X (X —1)P') = d+ 1, deg (P?) = 2d, deg ((2X + 1) P) = d + 1 et deg (2X) = 1. Supposons d > 2.
Alors 2d > d + 1 et 2d > 1. Donc les termes dominants ne se compensent pas et

deg (X (X —1)P'+ P2 = (2X +1) P+2X ) =2d > 1.

Dans ce cas, P n’est pas solution de (E). Par contraposée si P est solution de (F) alors d < 1.
Soient (a,b) € R? et P = aX + b. On a alors,

P solution de (F)

X(X-1)P' +P?—(2X +1) P +2X = Opx]

(X% = X) (aX +b) + (X +)* = (2X +1) (aX +b) +2X = Og[x]
a(X2 —X) +a?X? +2abX + b — 2aX? — 26X — aX — b+ 2X = Og[x)

t ¢ ¢ 3

(a+a2fZa)X2+(fa+2ab72bfa+2)X+b2fb:OR[X}
o (a2—a>X2+(2ab—Qb—2a+2)X—i—62—b:OR[X].

Par unicité des coefficients d’un polynéme :

2

a®=a
P solution de (FE) & 2ab—2a—-2b4+2=0
V=0
a=0 0U a=1
& ab—a—-b+1=0
b=0 oU b=1
Premier cas, a = 0, alors
. b=1
P solution de (E) & & b=1 & P=1.
b=0 OU b=1
Second cas, a = 1, alors
b—1-b6+1=0
P solution de (E) & { * & b=0 oU b=1

b=0 ou b=1
o P=X ou P=X+1.

Conclusion, ’ensemble solution est donné par

= {1, X, X +1}.]

1l est facile de vérifier son résultat. Si P =1,
04+1-(2X+1)+2X =0.

SiP=X,
X(X-D+X2 - 2X+1)X+2X=X* - X+ X?-2X? - X +2X =0.

Enfin, si P=X +1,
XX -D+X 42X +1- 22X+ 1) (X +1)+2X =2X*+ X +1-2X*-3X - 1+2X =0.
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Solution de I’exercice 2

1. Pour tout n € N*, on a

o+ (1) = 2 (14 C)

Posons u = (_7112)”. Alors, un — +000. Or (1+u) = 1+ %+ o(u). Donc
— u—0

omy/n? + (-1)" = 2mn (1 + <_le)” o <(_7112)n>> = 2+ 27r(_i)n +0 (:2) .

Ainsi,

Up, = sin (27r\/n2 + (—1)”) T sin (27m + 27r(_i)n +o (nlz>> T sin (27'((_7]1-)71 +o (;)) .

: e (=D 1 . s
Puisque v = 27—~ +o0 (n2) njw 0 et sin (v) m 0, par composition,

lim u, =0.
n——+oo

Conclusion,

E Uy, ne diverge pas grossierement.
neN

. On a vu a la question précédente que

. (-1" 1
U, = sin|2r——+o0 — .
n—+00 n n

Posons w = 277# +o (n—g) — 0.Orsin(w) = w+o(w?).Ona

n—-4o0o w—0

2 21 1
o w = Ar f—i—o(—)
n—+oo n n?

* 0 (w2) n—+oo ¢ (#)

D’ou
(=1)" 1 1 (=)™ 1
U, = 2x——+ol|—=]|+o|—= = 2r——+4o|— ).
n—+o00 n n? n2 ) n—+oo n n?
Par suite,
—-1"
Up ~ 2 (=1) .
n—-+4+oo n
Par passage a la valeur absolue :
27
|un| n—-+o0o ;

or
n

27
De plus pour tout n € N*, > 0et Z — diverge en tant que série harmonique (ou de Riemann

neN*
d’exposant o = 1 < 2). Donc par le théoréme des équivalents des séries a termes positifs, on en déduit
que Z |uy,| diverge. Conclusion,
neN

E Uy, ne converge pas absolument.
neN
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3. On a vu a la question précédente que

27T(_i)n +o0 (12> .

n

N S
Uy — 2T - n_;_ooo 3

#. On a donc

1
Un 400 0 <nQ> ’

1
Or pour tout n € N*, # >0et Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1.

neN*
Donc par le théoréme de domination,

Ou encore

Posons pour tout n € N*, v, = u,, — 27

E vy, converge absolument.
neN*

Or la convergence absolue implique la convergence donc E vy, converge. Or d’apres ’énoncé la série

neN*
> (

neN*

—1)"

converge donc en tant que somme de deux séries convergentes :

—-1"
Zun: Zvn—f—Qﬂ'Z (n)’

neN* neN* neN*

on en conclut que

E un converge.
neN




