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TD 14
Limite, continuité, dérivation

Limite, continuité

Exercice 1 Soit f: R — R une fonction T-périodique admettant une limite finie en
+o00. Montrer que f est constante.

Exercice 2 Montrer que la fonction cosinus n’a pas de limite en +oo.

Exercice 3 Etudier la continuité sur R de la fonction f : z +— E(z) + \/z — E(x).

Exercice 4 Etudier la continuité et les possibilités de prolongement par continuité
des fonctions suivantes :

L. f(z):: 5%?"’(m31y

Exercice 5 Montrer que chacune des équations suivantes admet une unique solution
sur l'intervalle I considéré.

1. 22012 — 2201 — { gur [ = [1,1]

3.3z =1+In(2+2?) sur I =0,1]

3. f(IE) _ zln(z)

1
2. f(x) =eT-7= +22 -3 271

2. In(z) = 75;15 sur I = [1,10]

4. e* =2+ z sur I = [In(2),21n(2)]

Exercice 6 Soit f: R — R continue telle que lim, , ., f(z) = -1 et
lim, 400 f(z) = 1. Montrer que f s’annule.

Exercice 7 Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que f admet un
point fixe.

Exercice 8 Soit f : R — R une fonction continue et décroissante, montrer que f
admet un point fixe.

Exercice 9 Le but de cet exercice et de prouver que toute fonction f : I — R continue
et injective est strictement monotone. On raisonne par I’absurde en supposant que f
n’est pas strictement monotone. C’est a dire qu’il existe x1,y1,x2,y2 € I avec 1 < 11
et x9 < ys tel que

flar) 2 fy) et fla2) < fly2)
Mountrer que la fonction ¢ : [0,1] — R définie par

o) = f((1 —t)xy +tas) — fF((1—t)y1 + tys)

s’annule. Conclure

Exercice 10 On définit pour tout entier n € N*| la fonction f,, par f,(z) = 2™ +
922 — 4.

1. Montrer que I'équation f,(z) = 0 admet une seule solution strictement positive
qu’on notera ,,.

Calculer uy et ug et vérifier que Vn € N*, u,, € ]0, %[

Montrer que pour tout z € |0, 1], fn+1(z) < fn(z).

Que peut-on en déduire concernant la suite (), oy« ?

Montrer que u,, est convergente vers une limite que ’on notera [.

S G LN

Déterminer la limite de (u!?) et en déduire la valeur de .

neN*

Exercice 11 On considére, pour tout entier naturel n, la fonction f,, définie par
folx) =25 +nx — 1.
1. Etudier les variations de fn -

Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel w,, tel que f,(u,) = 0.

2.
3. Montrer que u,, < % et en déduire la convergence de la suite (un)nEN'
4.

Mountrer que (nuy,)nen admet une limite finie, que l'on précisera.

Exercice 12 Montrer qu’une fonction continue et périodique définie sur R est bornée
et atteint ses bornes.

Exercice 13 Soient f: R — R bornée et g : R — R continue. Montrer que g o f et
f o g sont bornées.

Exercice 14 Soit f : Ry — R une fonction continue. On suppose que
lim, 400 f(z) =1 avec I € R. Montrer que f est bornée sur R.

Exercice 15 Soit f : R — R continue telle que lim,_, 1o f(2) = lim,—, o, = +00.
Montrer que f admet un minimum global.

Exercice 16 Soit f: R — R continue en 0 telle que
Vz €R, f(22) = f(2)
Montrer que f est une fonction constante

Exercice 17 Soit f: R — R définie par

T
€Tr) =
/(@) 1+ |z
1. Montrer que f réalise une bijection continue de R vers | — 1,1].

2. Déterminer une expression de f~1.
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Dérivation

Exercice 18 Soit f la fonction défini sur R* par f(z) =
1. Peut-on prolonger f par continuité en 07
2. f est-elle dérivable en 0? Est-elle de classe ¢ ?

Exercice 19 Soit f la fonction définie sur R par

f(z) = {x2 In(z?) siz#0

0 sinon

1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’.
2. La fonction est-elle de classe ¢! sur R?

3. La fonction est-elle deux fois dérivable sur R?

Exercice 20 Soit f: R, — R de classe €2 telle que f’(0) = 0. Montrer qu’il existe
g: Ry — R de classe € telle que

Vo e Ry, f(2) = g(a?)

Exercice 21 Calculer de deux facons la dérivée n-itme de x — 22", En déduire une
. 2
expression de Y, (7).

Exercice 22 Soit f: R — R dérivable. On suppose que f’ ne s’annule pas. Montrer
que f ne peut pas étre périodique.

Exercice 23 Soit a,b,c € R. Montrer qu'il existe x €]0, 1] tel que
4az® 4+ 3bx® +2cx =a+b+c
Exercice 24 Soit f: R — R dérivable telle que

lim f(z)=

T—r—00

lim f(z) = +oo.

r— 400

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(¢) =0

Exercice 25 Soient f, g :
sur ]a,b[. On suppose que

[a,b] — R deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables

Vz €la,b], ¢'(z) #0
1) Montrer que g(a) # g(b)

2) Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que

fO) = fla) _ f'(e)
g(b) —g(a)  g'(c)

3) On suppose que lim;_p 558 =1l oul € R. Montrer que
f@) - 10) _,

lim
v=b g(z) — g(b)
4) Application : calculer la limite suivante

. arccos(x)
lim ——
=1 /1 — 1-2

Exercice 26 Calculer, a I'aide du théoréme des accroissements finis

((ﬂc + l)er%l - xe%) 2. ll}r_’I_loo Veh(z +1) — y/ch(z)

1. lim

Tr— 400 x

Exercice 27 Montrer que
1 1
— < In(1 —1 —
YV > 0, 1_’_9C<n( +x) n(m)<x
En déduire, pour k € N\ {0,1} la valeur de

. kn 1

lim E -

n—-+oo p
p=n+1

Exercice 28 Soit f : R — R dérivable et bornée. On suppose que lim,_, 1o f'(z) =
L € R. Montrer que L = 0.

ug = a

Exercice 29 Soit (uy) (un)
Upg1 = cos(Up

nen la suite définie par récurrence par {

avec a €]0,1[. On pose f : x — cos(z).
1. Justifier que la suite (uy,), oy est bien définie.

2. Montrer que l'intervalle |0, 1] est stable par f. En déduire que la suite (u,)
est bornée.

neN

3. Montrer que la fonction f admet un unique point fixe I sur ]0,1[. Quelle est la
limite possible de (uy),, oy ?

4. Montrer que la fonction f est lipschitzienne sur |0, 1[ de rapport k avec 0 < k < 1.

5. Montrer que pour tout entier n € N*, |u,, —1| < (sin(1))™. En déduire que (u,,)
converge vers [.

neN

6. Montrer que sin(1) < 0,9 et en déduire une valeur de n & partir de laquelle u,
est une approximation de [ & 1073 pres.
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