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TD 19
Espaces Vectoriels de dimension finie

Dimension et base

Exercice 1 Soient G et F' deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie n € N. Montrer que si dim F + dim G > n alors F NG # {Og}.

Exercice 2 Déterminer la dimension et une base des sous-espaces vectoriels de
E = R3[X] suivants

1. A ={PeE|P2) =0}
2. F,={PeE|P+P'=0}
3. ;={PecE|P(1) =

F4:{P€E‘/2P(a:)dm
Fy = {PGE‘/ xO,P(l)O}

Fs={PeE|P(1)=P(1)=0}
7. F7:{P6E|P(X+1):2P(X)}

Exercice 3 Dans R?* on considére les vecteurs u; = (1,0,1,0), us = (0,1,—1,0),
us = (1,1,1,1), ug = (0,0,1,0) et us = (1,1,0,—1). On pose F = Vect(uy, us,us) et
G = Vect(ug,us). Quelles sont les dimensions de G, F, F+ G et FNG?

Exercice 4 On considere £ = {(x,y,z,t) € R* | x+y+z+t:0} et F
{(z,y,2,t) e R | x4y = z+t}. Déterminer dim F, dim F, dim(E+F), dim(ENF).

Exercice 5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien € N* et ' = (e, ..., e,)

une base de E. On considére pour tout 7 € {1,...,n}, & = 22:1 €.
(ala RN

2. Soit ¢ € E. Exprimer les coordonnées de x dans € en fonction de ses coordonnées
dans €.

1. Montrer que €’ = €n) est une base de E.

Exercice 6 Soit E I'ensemble des fonction f : R — R telles qu'il existe (a,b,c) € R3
pour lesquels :

Vo € R, f(x) = (ax® + bx + c) cos(x)

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

2. Déterminer une base et la dimension de E.

Exercice 7 Soit p € N* et F ’ensemble des suites réelles p-périodiques, i.e. ’ensemble
des suites réelles (uy,)nen telles que

VneN, upip =1u,

Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension finie et déterminer celle-ci. (on
donnera & ce titre une base de E).

Rang d’une famille de vecteur

Exercice 8 Déterminer le rang des familles suivantes définies dans R* par :
1wy = (1,1,1,1), ug = (1,—-1,1,—1) et ug = (1,0,1,1).
(1,1,0,1), up = (1,—1,1,0), us = (2,0,1,1) et ug = (0,2, —1,1).

Exercice 9 Dans R3[X], on considére les polynomes :

2. Uy =

P =142X +3X%24+4X3 P,=2+4+3X+4X?4+5X3, P3=14+X+X?>4+X3

Pi=1-X+4+X%2-X3 P=1+2X+X2+2X3

1. Déterminer le rang de la famille (Py, P, Ps, Py, Ps).

2. On note F = Vect(Py, Py, P3, Py, Ps) et G = Vect(X?). Montrer que F et G sont
supplémentaires dans R3[X].

Exercice 10 Dans le R-espace vectoriel E = .% (] —1, 1[,R) on considére les fonctions

définies pour tout = € ]—1, 1] par

1+ 1

1_

T

fi(z) = s fa(r) = et fa(z) =

1
\/ Vi-a?
Quel est le rang de la famille (fy, f2, f3, f1) ?

1/7?



