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Applications linéaires

Généralités

Exercice 1 Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :

L fi

‘R = R; z— 222,

2. o it R=>R; z—4x—-3
3. f3: R R; z— Va2
4. f1:R? =5 R (z,y) = (y, )
5. f5:CO(00,1)) = ([0, 1]); S+ (¢ £3%)
6. fo:CO([0,1]) = R; f > f(3/4)
7. f1:R2 = R; (x,y) — 3z + by
8. fs:CO[0,1]) > B; f s FO1/4) = [}, f(t)dt
9. fo:R?2 = R; (x,y) + sin(3x + 5y)
10. fi0:R?2 = R; (z,y) — a2y
1L f12:C'((0,1) = Rs f s g In(1+ |f(0)]) dt
12. fi2:R—=R3% z— (2z,2/7,2v2)
13. fig 5 CO([0,1]) = CH([0,1]); £ = (w0 €7 fy f(t)dt)
2’y 2 2
4. fis R2=R; (z,y) — {12‘*‘3/2 st +y” 70
0 sinon
15. f15 :R3 = R?%; (z,y,2)— v —3y+z,2 —y+2/3)
16. fi6: R? — R?; (x,y) ~ la solution du systéme d’équations { Giu—&-;z B ;
17. fi7 : CHR) = CO(R) : f > (x> f'(x) + f(x) - sinx)

Exercice 2 Soit ¢ : ¥°(R,R) — €>*(R,R) définie par o(f) = "’ — 3f" + 2f.

Montrer que ¢ est un endomorphisme et préciser son noyau.

Exercice 3 Soient F un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Montrer que
1. Im(f) NKer(f) = {0g} = Ker(f) = Ker(f?)
2. Im(f?) = Im(f) & E =TIm(f) + Ker(f)

Exercice 4 Soit u et v deux endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tels que
uov = v ou. Montrer que

v(Im(u)) C Im(u), et v(Ker(u)) C Ker(u)

On dit que Im(u) et Ker(u) sont stables par v.

Applications linéaires en dimension finie

Exercice 5 Justifier qu'il existe une unique application linéaire de R? dans R? telle
que
f(1,0,0) = (0,1), f(1,1,0) =(1,0) et f(1,1,1)=(1,1)

Donner U'expression de f(z,y, z) en fonction de z, y, z et déterminer I'image et le noyau
de f. Vérifier le théoreme du rang.

Exercice 6 Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer leurs
noyaux et images :

1. Soit f:R3 — R? définie par f(z,y,2) = (y — 2,2 — z,2 — y).
2. Soit f:R* — R3 définie par f(x,y,2,t) = 2z +y+z,0+y+t,x+2z—1t).
3. f:C — C définie par f(z) = z+iz. (C vu comme un R-espace vectoriel).

Exercice 7 Soit f € .#(R? R?) définie par f(z,y) = (2 — 3y, x + y). Montrer que
f est un automorphisme de R? et déterminer son application réciproque.

Exercice 8 Soit f € Z(F, F') une application injective avec E et F' deux K-espaces
vectoriels de dimension finie. Montrer que pour toute famille (uq,...,u,) de vecteurs
de F, on a

rg(f(ug),...

Exercice 9 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, V' un sous-espace
vectoriel de E et f un endomorphisme de E. Montrer que V C f(V) = f(V)=V.

s flug)) =rg(u, ... up)

Exercice 10 Soient E un K-espace vectoriel et f € .Z(FE) telle que f2 = 2f + 3ldg.
1. Démontrer que f est un automorphisme de E et déterminer f—'.
2. Montrer que Ker (f — 3Idg) & Ker (f + Idg)
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3. Montrer que Im (f — 3Idg) C Ker (f + Idg)

4. On suppose dans cette question que F de dimension finie. Montrer que E =
Ker (f — 3ldg) @ Ker (f + Idg).

5. Retrouver le résultat de la question précédente lorsque E est de dimension quel-
conque.

Exercice 11 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f un endomorphisme
nilpotent non nul de E i.e. il existe p € N tel que f? = 0 (g). Supposons que p est le
plus petit entier tel que f¥ = 0 (g).

1. Soit u € E. Montrer que la famille (u, f(u), f2(u),..., fP~1(u)) est libre si et
seulement si u ¢ Ker (fP71).

2. En déduire que p < n puis que f" = 0y (g).
3. Si n = p, déterminer le rang de f.

4. On considére la dérivation sur E = R,[X]. Proposer un u € E vérifiant les
conditions de la question 1.

Exercice 12 Soient F un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme
de E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

2) Im(f) =Im(f)  3) Ker(f) = Ker(f?).

Exercice 13 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et f et g deux endomor-
phismes de E. Montrer que rg(f+g) < rg(f)+rg(g) puis que |rg(f)—rg(g)| < rg(f—g).

1) E =Im(f) & Ker(f)

Exercice 14 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f un endo-
morphisme. Pour tout p € N, on pose I, = Im(f?) et N, = Ker(f?).

1. Montrer que (I)pen est une suite décroissante et que (N,)pen est une suite
croissante (pour I'inclusion).

2. Montrer qu’il existe s € N tel que I, = I et Ngy1 = N;.

3. Soit r le plus petit entier vérifiant la propriété précédente. Montrer que pour tout
s>r,onal,=1I.et Ny =N,.

4. Montrer que I, et N, sont supplémentaires dans E.

Exercice 15 Soient E une K-espace vectoriel de dimension n. Soit f € Z(FE).
Montrer que

Ker(f) =Im(f) &  [f>=0ctn=2rg(f)]

Exercice 16 Soit n € N*, E un R-espace vectoriel de dimension 2n et f un endo-
morphisme de E tel que f o f = 0. On suppose que il existe uy,...,u, € E tels que
(f(u1),..., f(uy)) est une famille libre.

Démontrer que rg(f) = n.
Prouver que la famille (uq,...,u,) est libre.
Montrer que Ker(f) = Im(f).

Démontrer que Ker(f) et Vect(uq, ..

= L o=

., Uy ) sont supplémentaires dans FE.
Exercice 17 Soit A € #,(K) et

 Ma(K) = M (K)
fa: M +— AM — MA.

1. Montrer que f4 est un endomorphisme.

1 0 --- 0
. . 0 2
2. Déterminer Im(f4) pour A =
0
0 0 n

Projecteurs et symétries

Exercice 18 Soit f : R - R Mon
" (x,y,2) %(—y+z,—2x—|—y+z,—2m—y—|—3z) )
trer que f est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
3 3
Exercice 19 Soit f : R* — R . Mon-

(.’E,y,Z) = %(x—Qy—6Z,—x+2y—3z,—x—y)
trer que f est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.

Exercice 20 Soient F = R3,
F = Vect ((1,1,1)) et G={(zr,y,2) ER’ |22+ 3y —2=0}.

Montrer que F' et GG sont en somme directe et déterminer la projection et la symétrie
sur GG parallelement a F.

Exercice 21 Soient E et F' deux espaces vectoriels, u € .Z (E,F) et v € £ (F,E)
telles que wov = Idp. Montrer que v o u est un projecteur et déterminer ses éléments
caractéristiques.
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Applications linéaires et matrices

Exercice 22 Soit A = (; i) et soit
I3 My (R) — M, (R)
’ M — AM.

1. Montrer que f est un endomorphisme de ., (R).

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

R? —» R3

0
1
X = AX

Soit A =

Exercice 23 . Montrer que f est un

2 1

0 1) etf:
-1 1 1
automorphisme de R3.

Applications linéaires et polynémes

Ro[X] — Ry[X]
P — PX)-P(X+1)"

a) Montrer que f est un endomorphisme de R,[X].

Exercice 24 Soit f :

b) Soit P un polynéme non nul de R,,[X]. Déterminer le degré de f(P) en fonction
du degré de P.

c¢) Déterminer le noyau de f.
d) Montrer que Im(f) = R,,_1[X].

Exercice 25 Soit n € N*. Soit f: R,[X] = R,[X]; P(X)— P(X +1) + P(X)
1. Montrer que f est un automorphisme de R, [X].

2. Montrer que pour tout & = 0,...,n il existe un unique Ej; € R,[X] tel que
Ep(X +1)+ Ex(X) = X*.

3. Montrer que pour tout k =1,...,n, E}, = kEj_;.
Exercice 26 Pour tout P € Ry[X], on pose f(P) = (X? —1) P” +2XP'.
1. Montrer que f est un endomorphisme de Ry[X].

2. Déterminer son noyau et son image.

Applications linéaires et suites

Exercice 27 Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles. Pour toute suite

(tn) ey on définit les suites (vn),cy et (Wn),en Par @ Vo € N, v, = upyy et
0 sin=0
Wy, = . .
Up—1 sinon
1. Montrer que les applications
E = E E - FE

[ et g:

(u")nEN — (vn)neN (un)neN = (wn)neN
sont des endomorphismes de F.

2. Etudier injectivité et la surjectivité de f et g.

Exercice 28 Soit F' = {(u,) € CN |Vn € N, u,i3 = u,}.
1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de CV.

2. Soit f : F — C3 (u,) = (uo,u1,uz). Démontrer que F est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. En déduire la dimension de F.
3. Déterminer une base de F' constituée de suites géométriques.
4. Soit g : CY — CY; (u,) = (v,) avec ¥n € N, v,, = totintiftinge
(a) Démontrer que g la restriction de g & F est un endomorphisme de F'.

(b) Déterminer le noyau et I'image de cet endomorphisme.

Applications linéaires et intégrales

Exercice 29 Soit E = ¥°°(R,R). On considére ¢, v € F#(E) définie par : pour tout
fekE

o =f  VaeR @ = [ i
1. Montrer que ¢ et 1 sont des endomorphismes de F.

2. calculer ¢ o) et ¥ o ¢.
3. Déterminer images et le noyaux de ¢ et 1.

Exercice 30 Soit E = ¢°(R). Pour toute fonction f € ¢°(R), on définit la fonction
®(f) par

Vz € R*, @(f)(x):i/orf(t)dt ot

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. @ est-il injectif 7 Surjectif ?
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