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TD 24
Représentation matricielle des
applications linéaires
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Matrice d’une application linéaire, d’une famille de vecteurs

Exercice 1 Pour les applications suivantes : déterminer la matrice relative aux bases
canoniques, calculer leur rang, dire si elles sont injectives, surjectives, déterminer une
base de Im(f) et de Ker(f). Si elles sont bijectives, déterminer leur réciproque.

RS

2
1 f — R
(z,y,2) — (z+y,y—22+2)
3 3
2 fy: R — R
(:vy, (y+zz+z2+y)
3 f Rg —)R;g[X]
"B — P(X +1)
4 f Rd — R4
P = (P(),P(2), P(3), P(4))
5. fs R2 — R2
" (@) (2 +y,22 - 3y)
6. fo: R2 — R3
. ° (l‘vy 4$+y7$—y72$+3y)
R?)
7. fo -
(l‘,y,Z) = (3y—|—2z,—x,4y+3z)
8. fs : K — K3, fs(e1) = e1 + €2, fs(e2) = e1 + €2 + €3, fa(es) = €1 + ez on

(e1,e2,e3) est la base canonique de K3.

Exercice 2 On note €% la base canonique de R? et &7 celle de R3. On définit dans
R5 les familles de vecteurs suivante :

& = ((7171)7(23 1)) & = ((37 *2)7(171))

On définit dans Rj3 les familles de vecteurs suivante :

F1=((0,1,1),(1,0,1)(1,1,0))  F» = ((—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,1)).

1. Montrer que les familles &1, &, sont des bases de R? et que les familles .%,.%,
sont des bases de R3.

Déterminer Py, & et Pg «,

De méme, déterminer Py, s, et Pg, .

A Taide des matrice précédentes, calculer Pg, g, et Pg, .
Effectuer le méme travail avec €r, %1 et Fo.

Déterminer mat g, (f2) (cf exol)

A o

Déterminer les matrices matg, ,(f1) et mate, & (f5). En déduire matz, & (f5 o
f1).

8. Soit u = matg,(2,2). Donner les coordonnées de f7(u) dans la base .%;.

0o -1 -1
Exercice 3 Soit f I’endomorphisme de R® de matrice | 0 1 0

-1 -1 0
que fo f =1d et que Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont supplémentaires. Quelle est
la forme de la matrice de f écrite dans une base adaptée a la supplémentarité de ces
deux espaces ?

. Montrer

2 -1 -1
Exercice 4 Soit f I’endomorphisme de R3 de matrice % -1 2 -1
-1 -1 1
que fo f = f et que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires. Quelle est la forme de la
matrice de f écrite dans une base adaptée a la supplémentarité de ces deux espaces?

. Montrer

Exercice 5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € Z(E) tel que f2 # 0

0 00
et f3 = 0. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de fest [1 0 0

010
Exercice 6 On considére I'application ¢ définie sur Ro[X] par p(P) = (X? + X +

)P —(2X —1)P.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme et donner sa matrice dans la base canonique
de Ry[X].

2. L’application ¢ est-elle bijective ? Déterminer un antécéddent par ¢ de X2 — 1.

3. Résoudre I’équation différentielle (2% +z + 1)y — (22 — 1)y = 22 — 1.

Exercice 7 Calculer le rang des familles de vecteurs suivantes de R? :
(la 150)7 Uz = (1707 1) et ug = (Oa 15 1)
2. (u1,us,usz) avec uy = (2,1,1), us = (1,2,1) et ug = (1,1,2)

1. (u1,ug,u3) avec up =
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3. (u1,uz2,us) avec up = (1,2,1), ug = (1,0,3) et ug = (1,1,2)

Exercice 8 Calculer le rang des applications linéaires suivantes :
1. f:K3 — K? définie par f(z,y,2) = (—r+y+z,2 —y+z,2+y—2)
2. f:K® — K® définie par f(z,y,2) = (v —y,y — 2,2 — T)
3. f:K* — K* définie par f(x,vy,2,t) = (x+y—t,x+2+2t,20+y—2-+t, —v+2y+2)

Changement de base

Exercice 9 Soit (ej, ea,e3) une base d’'un K-espace vetoriel E. On considére appli-
cation linéaire f définie par

f(e1) = 2ea + 3es, f(e2) =2e1 — bea — 8es, f(esz) = —e1 + 4deq + Gegy

1. Donner une base et la dimension de Ker(f —Idg).
2. Donner une base et la dimension de Ker(f? + Idg).

3. Montrer que la réunion des bases précédentes constitue une base de E. Quelle est
la matrice de f dans cette nouvelle base ? Méme question pour la matrice de f2.

-1 2

9 2) dans la

Exercice 10 Soit f un endomorphisme de C? de matrice A = <

base canonique.
1. Montrer que les vecteurs &1 = (i,2), €2 = (—2i,1) forment une base de C?.

2. Montrer que la matrice de f dans cette nouvelle base est diagonale. En déduire
A" pour n € N,

3 1 =3
Exercice 11 Soit A=|—-1 1 1 |.On note Z = (e1,e2,e3) la base canonique
1 1 -1

de R%. On note f 'endomorphisme associée & la matrice A relativement & la base
2. Soient enfin les vecteurs uy = e; + e9 + e3, us = €1 —ex et uz = ey + ez et
PB' = (u1,uz2,u3).

1. Montrer que %’ est une base de R3.

2. Ecrire la matrice de f dans la base %’.

3. En déduire sans calcul, une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 12 Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base Z = (ej,ea,e3). On
0
0
-1

€3
11
considere I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base % est 1 0
1 2

On pose u=e; +e3, v=-e1+ex et w=ey+ey+ e

1. Montrer que &’ = (u,v,w) est une base de E et déterminer la matrice de f dans
cette base.

2. Calculer A™.

Exercice 13 Soit F un K-espace vectoriel muni d’une base . On consideére I’endo-

2 -1 -1
morphisme f de E dont la matrice dans la base Zest [1 0 -1
1 -1 0

1. Calculer A%. Que peut-on en conclure pour f?

2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

3. Quelle est la matrice de f relativement a une base adpatée a la supplémentarité
de Ker(f) et Im(f).

Exercice 14 Soit f € Z(R?) lapplication linéaire dont la matrice dans la base ca-

-1 0 1
nonique est A= | =1 —2 1 |. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice
-1 -1 1
0 0 O
de f devient B = |0 —1 1 |. Déterminer les puissances de la matrice B, puis
0o 0 -1

celles de A.

Exercice 15 Soit F un K espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, ez, €3) une
base de E. On considere les matrices

4 -2 =2 0 0 O
A=(1 0 -1 et D=0 1 0
3 -2 -1 0 0 2

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base Z est A.

1. Montrer qu’il existe une base € = (g1, €2, e3) de E telle que la matrice de f dans
€ soit D.

2. Déterminer la matrice de passage P de % a €. Calculer P~1.
3. Déterminer A™ pour tout n € N.

4. En déduire le terme général des suites (2, )nen, (Yn)nen €t (2n)nen définies par :

ro=1, yo=0, 20 =0
Tpt1 = 4z, — 2y, — 22,
Ynt+l = Tp — Zn

Zntl = 3Tp — 2Yn — Zn
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