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Chapitre XI : Les Matrices

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C.

I Généralités
I.1 Définition

— )

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, on appelle matrice toute famille de n x p éléments de K : (a;;)ie[1;n]
JE€L;p]

que l'on ordonne sous forme de tableau de la fagon suivante :

ai.1 a1,2 000 ai,; 000 a1,p—1 a1,p
az.1 a2.2 ce az j N a2,p—1 a2 p
a; 1 a; 2 000 Qj, 5 000 Qi p—1 Qi p
ap—-1,1 apn—-12 ... Qp—-135 ... Gp_-1p—-1 O0Qpn—-1p
An,1 An,2 500 Qn,j 000 Qp,p—1 Qp,p

L’ensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K est noté ., , (K).

\ J

Remarque 1 :

e La place des coefficients dans le tableau a son importance. Si vous échangez la place de deux coefficients vous

définissez une nouvelle matrice. Par exemple sin =p=2on a <1 2) #+ (3 2).

3 4 1 4
o De fagon générale, si A = (a;;)ic[in] € Hnp (K) et B = (b;j)icpin] € An,p (K) alors
jelt;p] Jeltpl

A=B & V(i,j) € [1;n] x [1;p], as; =

9"

- )

Soient n,p € N* et A = (a;,5)1<i<n € n,p (K).
IS

« Si pour tout (,j) € [1;n] % [1;p], a;; = 0, alors la matrice A est appelée la matrice nulle notée 0,, ,, ou 0.
e« Sin =1, on dit que A est une matrice ligne ou encore un vecteur ligne.

e Sip=1, on dit que A est une matrice colonne ou encore un vecteur colonne.

« On appelle ligne i ou 7™ ligne de A le vecteur ligne (ai,l . ai)p).
ai,j
« On appelle colonne j ou j™¢ colonne de A le vecteur colonne
Qn,j




e o e Mathématiques PTSI, Chapitre XI 2024-2025

Soient n,p € N*, A = (a; j)1<i<n €t B = (b; j)1<i<n deux éléments de 4, , (K) et A € K.
1<j<p 1<j<p
e On définit I'addition + entre deux matrices par
A+ B = (aij)igi<n + (bij)igicn = (ai; + bij)igicn -
1<ji<p 1<j<p 1<j<p
i.e.
a1 ... Q1p bl,l bl’p aii +b1’1 a17p+b1,p
A+B=| ; )+ )= : :
Ap1 .- Qnp bn,l . bn,p an,1 + bn,l s Qpp Tt bn,p
e On définit la multiplication d’une matrice par un scalaire A € K par
ANA=A- X=X (aij)i<i<n = (Aaij)i<i<n -
1<j<p 1<ji<p
i.e.
a1 ... Qaip /\CL171 )\(1171,
ANA=A = :
Gp1 .- GQnp Aapi ... Aapyp
Exemple 2 :

(1/2 -1/3 1 1+i>+(1/2 1/3 0 i)_(l 0 1 1+2¢)
i 2—4i 0 8 0 -1 3 v2/ i 2-2i 3 8+2

-1 6 0 5 -30 0
e 5[ VvV3 —2 1 = -5V/3 10 -5
3 1 -1/3 -15 -5 5/3

Remarque 3 :
1. Attention! On ne peut additionner ensemble que deux matrices de méme taille.
2. L’addition est commutative pour A et B deux matrices de méme taille : A+ B = B + A.

3. L’addition est associative pour A, B et C trois matrices de méme taille (A+ B) +C = A+ (B+ C) et l'on
peut se passer des parenthéses et écrire A+ B+ C.

4. La multiplication externe est distributive pour A € Ket A,B € 4, ), (K), \(A+ B)=XA+ \B.
5. Pour tout entier k € Net tout A € 4, , (K), kFA=A+---+ A
N ——

k fois
6. Pour tout A € 4, , (K) et tout A€ K,ona A+0,, =A et A0y, =0 p.

— )

Soient, (n,r,p) € (N*)?, A = (@i j)i1<i<n € M (K), B = (b; j)1<i<r € My p (K). On définit le produit matriciel
1<jsr 1<j<p
AB comme étant la matrice C' = (¢; j)i1<i<n € #n,p (K) définie par
1<g<p

V() € [n] x [0, cij = aikbi;.
k=1

\ J

Remarque 4 : On ne peut multiplier AB que si » = le nombre de colonnes de A = le nombre de lignes de B. On
obtient alors une matrice C' = AB avec un nombre de lignes = n = nombre de lignes de A et avec un nombre de
colonnes = p = nombre de colonnes de B. Notamment, avec les notations de la définition, si n # p, on ne peut pas
définir BA.
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’ B : r lignes p colonnes ‘

/bl_l/_.—.'—>

brl
4 \0\"'\
+
1 C1j
an1 e Ank . App Cnl Cnj

’ A :nlignes r colonnes‘

Exemple 5 : Retrouver les calculs suivants :

1(1+i -1 1) 2__22_ o 7(—1—1' 1+2i)
0 2t 3 3 3 11+ 40 9¢
1 -1 1 2 0
, [0 2 3 (1)?_35
S U SRV O I e A
2 -2 3 51
1
5.0 23 a1 =qo
1
1
1 12 3 4
0 0000
a2 =, o
0 0000
EOVEREN
5. (0 1 =7777?
Lo/ Lo
2 -2 3

bip

Dy

Clp

Cnp

’ C = A x B : n lignes p colonnes

U CRois qus
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Application : écriture matricielle d’un systéme

1,1 ... Q1p T1
SiA= € Mypy(K)etsi X =| : | est un vecteur colonne, alors le produit AX est donné par
Apn1i . Qnp Zp
a1 aip a1,1T1 + -+ a1pTp
AX:m101+~-~+xpCp=x1 + ety =
Qn,1 An,p Qn, 121 + -+ Gn,pTp
. R y . ) N ' .
Ainsi le systeme d’équations d’inconnues z1, ..., x, avec (al7j)(i7j)€[[l;nﬂx[[l;p]] et (bz)1<ign fixés :

a1, 121 —+ ... a1pTp = bl
(5) :

An1%1 + ... GppTp = by

s’écrit
by
() & AX =B, oi B=| :
bn
3 — 8y =2
Exemple 6 : Le systeme (5) : T8y =2 s’écrit
Tr+my =20

G D0-()
 Proposiion 13 «

Soient n, r et p trois entiers naturels non nuls.

e Le produit matriciel est bilinéaire :

VA € My, (K), VB, By € My (K), VN u €K, A\By 4 uBy) = AAB; + uABs.
De méme,
VA, Ay € My, (K), VB € My, (K), VA peK, (MNAL+ pAs) B=XA1B + pAsB.
e Le produit matriciel est associatif :

VA € My, (K), VB € My q(K), VC € M,,(K), (AB)C = A(BC)= ABC.

e L’élément 0 est absorbant :

VA€ My, (K), VB € My, (K), AO.p=0,,=0,,B.

\. J

Attention, on rappelle que si AB existe, alors BA n’est pas forcément défini et méme si c’est le cas, nous avons en
général AB # BA.

1.2 L’anneau des matrices carrées

Sin =p e N* on note &, (K) = A, , (K) I'ensemble des matrices dites carrées c’est-a-dire pour lesquelles le
nombre de lignes coincide avec le nombre de colonnes.
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Définition 1.7

Soit n € N*. On appelle matrice identité, notée I, la matrice définie par I, = (0i,;),¢; j<, € #n (K) ol § et le
symbole de Kronecker :
1sii=j
5Lj:: {

0sidj

&
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Autrement dit :

1 0 -+ -+ 0

0 1 0 0
I, =

0 0 1 0

0 0 1

1. L’ensemble ., (K) est stable addition, multiplication externe (par un scalaire A € K) et multiplication

interne (de deux matrices). Pour tout (4, B) € .4, (K)* et tout A € K, on a A+ B, A\ A et AB € .#, (K).

2. La matrice I,, est I’élément neutre pour la multiplication :

VA€ M, (K), Al,=I,A=A

\

Démonstration.
1. Découle des définitions de la somme et des produits.
2. Soit A = (aij),¢; j<p € #n(K) et par définition I, = (6i;),¢; j<,, € #n (K). Posons B = Al,. Notons
B= (bi,j)1<i7j<n € M, (K). Par définition du produit, on a pour tout (4, j) € [1;n]?,

n
bij = aikbk;.
k=1

Or pour tout k # j, 6 ; =0 et §;; = 1. Donc

big= Y ixdky+ai;i;=0+ai;x1=a;.
1<kLn
K

Donc pour tout (,5) € [1;n]?, b; j = a;; i.e. B = A. Conclusion, AI,, = A. On démontre de méme que [, A = fllj

Anti-Proposition 1.9 N\

1. Le produit N’EST PAS commutatif. Dans ’ensemble .7, (K) il est toujours possible de définir AB et BA
pour tout (A, B) € (.4, (K))*. Cependant en général AB # BA !!
2. L’ensemble des matrices ., (K) n’est pas intégre. La phrase suivante est FAUSSE :

V(A,B) € (4, (K))*>, AB=0, = A=0,ouB=0,,
autrement dit I’assertion suivante est vraie :

3 (A, B) € (M, (K)\ {0,})%, tel que AB = 0,,

ou encore le produit de deux matrices peut étre nul sans qu’aucune des deux matrices ne soit nulle.

J

\

Exemple 7 : S5i A = G 8) et B = <(1) (1)) alors AB = 0y pourtant A # 0z et B # 0. De plus BA = <g 8) et
donc AB # BA.

Remarque 8 : Du fait des bonnes propriétés de + et x dans ., (K), on dit que (4, (K),+, x) est un anneau. De
méme que dans Z (qui est aussi un anneau mais commutatif et intégre lui), on ne parle pas de division dans .4, (K),
c’est ce qui différencie un anneau d’un corps (comme Q, R, ou C).

Remarque 9 :

/19
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o Le fait que .#, (K) ne soit pas commutatif implique que certains calculs vrais dans R ou C, ne le sont plus dans
My, (K). Par exemple les identités remarquables sont fausses en général :

(A+ B)> # A2+ 2AB + B,

On ne peut qu’écrire
(A+B)> = A® + AB + BA + B~

o Le fait que ., (K) en soit pas intégre implique que certaines simplification dans R ou C ne sont plus vraies
dans 4, (K). Par exemple, AB=AC <& A(B-C)=0, n’implique pas que B = C méme si A £ 0,,.

— )

Soient n € N* et A = (ai,j),¢; i<, € #n (K). On dit que A est une matrice diagonale si Vi # j, on a a;; = 0.
Ainsi, )

a1 0 0
0 . .
A= =diag(ai,1,-.-,nn) -
. .0
0 ... 0 ann

L’ensemble des matrices diagonales a coefficients dans K est noté 2, (K).

\ J

3 0 0 O

. . . . . 0 =3 0 O

Exemple 10 : La matrice I, € Z,, (K). La matrice A = diag (3, —3¢,0,/5) est la matrice A = 0 0 0 0
0 0 0 V5

Soit n € N*. L’ensemble 2, (K) est stable par addition et multiplication externe et multiplication interne :
V(4,B) € 2, (K)*, A eK

AN e 2, (K), A+ B e 2, (K), AB € 2, (K).
De plus si A = diag (A1,...,A,) et B =diag (u1, ..., fin), alors

AA=diag(A A1, ..., AN)
A+ B = diag (A +411, - 5 A +Hfin)
AB:dlag()\lul, n/,tn)

En particulier, deux matrices diagonales commutent : AB = BA.

\ J

- )

Soient n € N* et A = (ai;),¢; j<, € #n (K). On dit que A est une matrice triangulaire supérieure si Vi > j,
on a a; ; = 0. Ainsi,

a1.1 ain
a=| 0
0 0 apn

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures a coeflicients dans K est noté .7, (K).

\ J

Remarque 11 :

e On peut définir de méme les matrices triangulaires inférieures.

« Ona 2, (K) C 7, (K).



Mathématiques PTSI, Chapitre XI 2024-2025

Soit n € N*. L’ensemble 7, (K) est stable par addition et multiplication externe et multiplication interne :
V(4,B) € 7, (K)*, xeK

AA e 7, (K), A+ Be 7, (K), AB € 7, (K).

Remarque 12 : Attention le calcul du produit de deux matrices triangulaires est plus compliqué que celui de deux
matrices diagonales et ne commute pas nécessairement. Tout ce que 1'on peut affirmer dans le résultat concerne la
diagonale :

A1 ok ...k J75 S ALpr ox ... *
0 0 0

X =
0 ... 0 X\, 0 ... 0 0 B R WAL

IT Calcul matriciel

II.1 Puissance d’une matrice

Soient n € N* et A € .4, (K). On définit pour tout & € N la puissance k*™¢ de A par récurrence :

A'=1,
Vk e N, Akl = A4k,

Remarque 13 :
« On ne peut définir la puissance k*™° des matrices carrées uniquement. Pourquoi ?
« Pour tout (k,1) € N, on a AFA! = Al AR = AR+

« Cependant en général pour A et B dans ., (K), on a (AB)> # A2B2. On peut seulement affirmer que (AB)? =
ABAB.

Exemple 14 : On pose A = (é ;) Pour tout k € N, calculer A*.

_ h

Soient n € N* et A et B deux matrices de ., (K). On suppose que A et B COMMUTENT, i.e. AB = BA.
Alors

vmeN, (A+B)"=)_ <m> Akpm—k

k
k=0
VmeN*, A™—-B™=(A-B)(A" '+ A" ?B+..-+ AB™ >+ B™ )
m—1
— (A _ B) Am—l—kBk
k=0
1/2 0 2 1 1 2
Application 15 : Soit A = 0 1/3 0 et B=|0 1 0 ].Pour tout n € N, calculer A" et B™.
0 0 1/2 0 0 1
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I1.2 Matrices inversibles

Soit n € N* et A € A, (K). On dit que A est inversible si et seulement §'il existe B € ., (K) telle que

AB =1, et BA=1I,.

Alors la matrice B est unique et est notée B = A™!.

\

Démonstration. Démontrons I'unicité. Soient A, By et By trois matrices telles que ABy = BiA = ABy, = BoA = 1,.
Alors en multipliant AB; = AB> par By par exemple, on obtient que

BlA B, = BlA By = 1,By =1,Bs = By = Bs.
~~—~ S~~~

=1, =1,
O
Exemple 16 :
1. Montrer que D = diag(1/2,1/3,1/2) est inversible et déterminer son inverse.
0 01
2. Montrer que N = 0 0 0 ] n’est pas inversible.
0 00

—CEE ) ~
Soit n € N* et A € A, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La matrice A est inversible.

2. Il existe B € 4, (K) telle que AB = I,,.

3. Il existe B € 4, (K) telle que BA = I,.

De plus dans chacun des cas, B = A~ 1.

I r
J

Soient A et B deux matrices de .4, (K). Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et

(AB)' =B'4a~L.

-

J

Démonstration. Il suffit de vérifier que la matrice C = B~*A~! multipliée (3 gauche ou a droite indifféremment
d’apres le théoréme précédent) par AB donne bien I, :

ABxC=ABB ' A = A[,A7' = AA7 =11,
——
=I,

O

5

Soit n € N*. On note GL,, (K) I’ensemble des matrices inversibles de ., (K), il est appelé le groupe linéaire
d’ordre n des matrices inversibles.

~Proposition IL7| ~
L’ensemble GL,, (K) muni de la multiplication matricielle est un groupe :

. I, € GL, (K),

o Si AeGL, (K) et B € GL,, (K) alors AB € GL, (K).

o Si A€ GL, (K) alors A~! existe et est un élément de GL,, (K).

8 /19
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Soit A € GL,, (K) alors pour tout 7 € N, A” € GL,, (K) de plus (A7) " = (A1) et cette matrice est notée A~".

11.3 La transposée

Soient (n,p) € (N*)* et A = (@i j)1<isn € Mnp (K). On appelle transposée de A la matrice B = (b; ;)i<i<p €
1<j<p 1<isn

My, (K) définie pour tout (7,5) € [1;p] x [1;n] par

bi,j = aj,i-

La matrice B est alors notée AT ou parfois ‘A.

J

\

On obtient AT en permutant les lignes et les colonnes : les lignes de A” sont les colonnes de A et les colonnes de AT

sont les lignes de A.

Exemple 17 :
; 10 1 o -4 3\ 1 0 -3 6
(1 3 —4 77) - 3 9 0o 2 0 =37 - @ 2 a? 0
o9 7 -6/ | 4 7 -3 o> 8 -10 -4 o0 8 1
T —6 6 0 1 —4 3 =371 —-10 —4

La transposée est linéaire : soient n,p € N*, A, B € A4, , (K) et A € K.

1. (A+B)" = AT + BT. 2. AA)T =XAT.
Démonstration. Soient n,p € N*, A = (a; j)1<i<n € Mnp(K), B = (b;j)ici<n € #np(K) et X € K. On pose
1<j<p 1<j<p
AT = (a} ;) 1<i<p et BT = (b, ;) 1<i<p- Notez que pour tout i € [1;p] et tout j € [1;n],
1<j<n 1<j<n
a;’j = aj,i et b;’j = bj’i.

1. Posons C = (¢; ;) 1<i<p = (A + B)". Puisque
1<j<n

A+ B =(ai; +bij)i<i<p -
1<j<n

On en déduit que pour tout i € [1;p] et tout j € [1;n],

P .. .. = / l
Cij = aji+bji = aj ; + b

Par conséquent, on a bien (A + B)' = C = AT + BT,

2. Posons C = (¢; ;) 1<i<p = (A A" Puisque A A = (A a; j)1<i<n, on en déduit que pour tout ¢ € [1;p] et tout
1<jsn 1<i<p

j € [Lin],
Ci,j = )\Cljﬂ‘ = )\a;j.

Ainsi AVA)" =0 =2 AT.
U

Soient n,m,p € N*, A € M, ,, (K) et B € M, ,, (K). On a

(AB)" = BTAT.

o/i9
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Démonstration. Soient

A = (aij) 1<i<n € Mnm (K) AT = (a} ;)1<i<m € M (K)
1<j<m 1<j<n

B = (bij)1<i<m € Mmp (K) B" = (b;) 1<i<p € Mym (K)
1<5<p 1<j<m

C = (cij)igisn = AB € My p (K) CT = (¢i;) 1<i<p € Mpn (K)
1<7<p 1<j<n

D = (d; j)1<i<p = BT A" € M, (K)
1<j<n

Par définition du produit,

V(i j) € [Ln] x [L5p], ey =Y aixb;-
k=1

Donc en appliquant la transposée, on obtient que

V(i,5) € [L;p] x [5n], ¢ ;=cji= Zaj,kbk,i

On en déduit donc que C7 = D autrement dit :

(AB)" = BT AT,

Soient n € N*, A € ., (K), alors
(A" =)

"ie. BAT = I,,. Or par la proposition précédente,

Démonstration. Posons B = (A_l)T. Montrons que B = (AT)"~
BAT = (A4 )TAT = (a4 Y = 1,7 = I,
Conclusion, B = (AT)_l.

_ )

Soit n € N* et A= (ai;),¢; i<, € #n (K). On dit que A est symétrique si

AT = A

c’est-a-dire si pour tout 1 <4,j < n, a;; = a;;-
L’ensemble des matrices d’ordre n symétriques & coefficients dans K est noté .7, (K).

\

3 -5 12
Exemple 18 : La matrice | =5 0 —4 | € /5 (R) est symétrique.
12 -4 39

10/[19
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Soit n € N* et A = (ai;),¢; j<, € #n (K). On dit que A est antisymétrique si
AT =_A
c’est-a-dire si pour tout 1 <4,j < n, a;; = —a;;.

L’ensemble des matrices d’ordre n antisymétriques a coefficients dans K est noté 7, (K).

\ J

Remarque 19 : Une matrice antisymétrique a nécessairement tous ses coefficients diagonaux nuls.

0 -5 12
Exemple 20 : La matrice 5 0 —4 ] € 4 (R) est antisymétrique.
—-12 4 0

Les ensembles .7, (K) et o, (K) sont stables par combinaison linéaires.
e SiA,Be .7 (K)et A\, p€Kalors A A+ uB € .7, (K).
o SiA,Be #,(K)et \,u€Kalors \A+ uB € o, (K).

I1.4 La trace

_ )

Soit n € N* et A = (a’ifj)1<ij<n € My (K). On appelle trace de A notée tr (A) I'élément dans K défini comme
étant la somme des éléments diagonaux de A :

tI‘(A) = En: Qi -
k=0

\ J

Exemple 21 :
-4 0 8
e SiA=| 2 -1 14 ] alorstr(4)=—-4—-1413=38.
) 9 13
o Si A€ 4, (K), alors tr(A) = 0.
o tr(l,) =n.

La trace est linéaire : pour tout A, B € .4, (K) et pour tout A € K,
1. tr (A+ B) =tr (A) + tr (B)
2. tr (A A) = Atr (4).

\
_ A

Soient A, B € 4, (K) alors

tr (AB) = tr (BA).

\. J

Démonstration. Soient A = (ai;),, i<, € #n(K) et B = (b;;),

tr (AB) = tr (Z ai,kbk7j> =
k=1 ;i

Par propriété sur les sommes rectangulaires :

n n n

tr (AB) = Z Z @i b = Z Z br,iti k-

k=11i=1 k=11i=1

11/19
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En renommant les indices, on obtient que

n n n
tr (AB) = Z Z biykak,i =tr (Z bi,ka;w') =1tr (BA) .
i=1 k=1 k=1 1<i,5<n
O
IIT Lien avec les systémes linéaires
III.1 Complément sur les systémes linéaires
Soient n € N* et p € N* deux entiers non nuls, (ai7j)(i,j)6[[1;n]]><[[l;p]] une famille d’éléments de K et b = (by,...,b,) € K®
un n-uplet d’éléments de K. On considére alors le systeme (S) d’inconnu « = (z1,...,z,) € KP défini par
a1z + a12T2 + -t ayjr; + o apry, = b Ly
(8) @iz +aigze + - +a; x4+ +apTy =b; L;
An1T1 + Qp2T2 + -+ Qp jTj + -+ A pTp = by L,
On appelle matrice associée au systeme (5) la matrice A € .4, , (K) ci-dessous. Le second membre (b, ...,b,),
respectivement 'inconnue (21, ...,z,) est également noté sous forme matricielle B respectivement X.
a a e 7 ooc
1,1 1,2 ai,;j Q1,p by T
(1271 a272 000 0,27]‘ 600 a27p )
a1 ;.2 000 (2%} 600 ai p .
b a5
An1 An2 --. Gpj ... Qnp " ®
Le systeme (S) est alors équivalent & 1’équation matricielle suivante d’inconnue le vecteur colonne X € K" :
AX =B.

Remarque 22 : Dans le cas d’une matrice carrée inversible : si n = p et si A € GL,, (K) alors le systéme AX = B
admet une unique solution donnée par X = A~ B. Résoudre le systéme (S) est alors équivalent & calculer A~*.

_ )

o Si pour tout j € [1;p], b; = 0 alors le systeme

a1,1T1 + @122 + -+ a1,;%; T+t apxp = 0

(So) § @inT1+aiprs + - +ai T+ +aipr, =0

p1T1 + QpoTo + -+ ap T+ + Ay pxy =0

est dit homogéne. Autrement dit, avec les notations matricielles, un systeme est homogene si B = 0,,; :
AX =0,,.

o On appelle systéme homogéne associé au systéme (.5), noté (Sp), le systéme linéaire ayant les mémes
coefficients que (S) et de second membre nul.
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Soient (n,p) € (N*) et (S) un systéme linéaire de n équations et p inconnues.
1. Un systeme qui n’admet pas de solution est dit incompatible.

2. Un systéme qui admet des solutions est dit compatible.

Remarque 23 :

e Avec la notation matricielle AX = B, un systéme est compatible si et seulement B est combinaison linéaire des
colonnes de A.

e On rappelle qu'un systéme homogene est toujours compatible car alors X = 0,1 est toujours UNE solution.

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene est un espace vectoriel. ]

Démonstration. Soient (n,p) € (N*)°, A € M p (K), (S) le systeme AX = 0,1 et ./ 'ensemble des solutions de
(So) :
S = {X S %p,l (K) | AX = On,l}~
Montrons que %y est un sous-espace vectoriel de ., 1 (K).
° yo - .ﬂp,l (K) par définition de yg.
e Si X =01, alors AX =0,,. Donc 0,1 € .

o Soient (\, p) € K2, (X,Y) € M, (K)?. Posons Z = A X + pY. Alors, on observe que

AZ =AMNX +uY) =NAX + pAY par propriété des opérations matricielles
= A0p,1 + p0p 1 car X € SHetY e SA.
= 0n,1~

Donc Z = A X + uY € A et S est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion, .% est un sous-espace vectoriel de .4}, 1 (K) et est donc lui-méme un espace vectoriel.

Exemple 24 : Déterminer sous forme vectorielle I’ensemble des solutions des systéemes suivants

+y+2=0
LTy z+y+2=0 z+y+z2+t=0
1. (S1):¢y—2=0 2. (S2): B 3. (S5): -
y—z=0 z4+2t=0
r+2y—32=0

Soient (S) un systéme linéaire compatible, % ’ensemble des solutions du systéme homogene (Sp) associé et
X, € Mp1 (K) UNE solution de (5). Alors, .7, 'ensemble des solutions de (S) est donné par

Y:XP+Y0:{XP+XO|X0€yO}.

II1.2 Version matricielle des opérations élémentaires

_ )

Soient n € N*, p e N*, k € {1,...,n} et l € {1,...,p}. On appelle matrice élémentaire, notée F}; la matrice de
My, »(K) dont tous les coefficients sont nuls sauf ax; qui vaut 1 :

Er; = (6:1615)

1<i<n
1<j<p

1 sii=j
ot pour tout (i,j) € N?, d; ; est le symbole de Kronecker défini par §;; = {O 1 =
sinon

\ J
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Exemple 25 : Dans .#5 (K) il y a 4 matrices de ce type :

1 0 0 1 0 0 0 0
E11—(0 0) E12—(0 0) E21—(1 0) E22—<0 1)

Toute matrice de ., ;, (K) est combinaison linéaire des matrices élémentaires Fy;. De plus cette décomposition est
unique.

Remarque 26 : On dit que la famille de matrices (Ekl)(k,l)e[[l;n]]x[[l;p]] est une base de I'ensemble ., , (K).

Démonstration. Il en effet évident que toute matrice A = (a; ;) s’écrit : A = E a; jEij.
1<i<n
1<j<p 0

(i,3)€[L;n] x [1;p]

. a bY ,, . . 1 0 0 1 0 0 0 0
Exemple 27.Dans//é(K),toutematnceA-<C d)secrltA—a(O 0>+b<0 O)+C<1 0)—|—d(0 1)

Remarque 28 : Soient n,m,p € N*. Pour tout v € [1;n], v € [L;m], k € [L;m] et I € [1;p], on a

E, siv=k

EquEkl: .
0 siv#£k

Par exemple, dans 5 (K) :

0 1y(0 0y (1 0 0 0\(1 0y (0 0
El"‘E”:(o 0) (1 0)2(0 0) E”E”:(O 1> (0 0>:<0 0)

On retrouve alors la formule du produit :

AB = Z a; kEik Z b, Eij

(4,k)e[L;n] x [1;m] (L9 elsm] x[1;p0]
Nous sommes dans le cas de sommes & variables séparées (cf chapitre IV calcul algébrique). On a donc
AB = Z ai kb Ei By
(4,k,1,7) €[] X [1;m] x [1;m] % [15p]
Seuls les termes ot k = [ seront non nuls. On obtient donc
AB = Z ai,kbk,jEij = Z <Z ai,kbk,]) Eij.
k=1

(3,k,5)€[1;n] x [1;m] x [1;p] (1,5)€[L;n] x [1;p]

=coefficient 7, 7 de la matrice AB

Soient n € N*, (i,5) € {1,...,n}? avec i # j et A € K*.

1. La matrice T; ; définie par

Tyj =1In— By — Ejj + By + Eji,
est appelée matrice de transposition.
2. La matrice D;(\) définie par
D;i(A) = In — By + AEy;,
est appelée matrice de dilatation.

3. La matrice U;;(\) définie par
Uij(A) = I, + AE;j,

est appelée matrice de transvection.
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_ )

Soient n,p € N* et A € 4, , (K). Dans ce qui suit, les matrices sont dans .#, (K). Soient (i,5) € {1,...,n}? avec
i# jet A€ K, A non nul.

1. Multiplier A a gauche par T; ; revient a échanger la ligne ¢ et j de la matrice A.
Autrement dit, T;;A se déduit de A par 'opération élémentaire de permutation/transposition : L; <> L;.

2. Multiplier A a gauche par D;(\) revient a multiplier la ligne 7 de la matrice A par A.
Autrement dit, D;(\)A se déduit de A par I'opération élémentaire de dilatation : L; < \L;.

3. Multiplier A & gauche par U;;(\)A revient a ajouter a la ligne 4, A fois la ligne j de la matrice A.
Autrement dit, U;;(A)A se déduit de A par Popération élémentaire de transvection : L; < L; + AL;.

\ J

Remarque 29 : Soit E I'une de ces matrices. Puisque £ = E x I, la matrice E se déduit de I, en effectuant
lopération élémentaire correspondante a F.

Exemple 30 : Dans .#3 (K) :
0 0 1 1 00 1 0 —4
Tis=[0 1 0 Dy2)={0 2 0 Us(—49)={0 1 0
1 00 0 0 1 0 0 1

Traduction matricielle des opérations élémentaires sur les colonnes. En multipliant & droite, on obtient les
opérations élémentaires sur les colonnes :

1. La matrice AT;; se déduit de A par 'opération élémentaire : C; <> C;.
2. La matrice AD;()) se déduit de A par opération élémentaire : C; + A\C;.
3. La matrice AU;;()) se déduit de A par 'opération élémentaire : C; < C; + AC;.

Attention ! dans ce dernier point a la différence avec les opérations sur les lignes.

Remarque 31 : Grace a 'interprétation de la proposition on vérifie facilement les propriétés suivantes :

Uij(A) x Uij(p) = Ui (A + p).
U;j()) est inversible et U;;(A\) ™' = Uy (—N).

1. T;; est inversible, d’'inverse elle-méme : T;; x T;; = I,,.

2. Di(A) x Di(k) = Di(A).

3. D;(1) = I,.

4. Pour tout A # 0, D;()\) est inversible est D;(X\)~1 = D;(1/)).
5. U;;(0) = L.

6.

7.

Deux matrices M et M’ sont dites équivalentes en lignes (respectivement en colonnes) si 'on peut passer de
lune & l'autre par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes (respectivement les colonnes). On note
M > M’ (respectivement M ~ M.

Remarque 32 : Si M > M’ alors on passe de M a M’ en faisant des opérations élémentaires. En faisant les opérations

élémentaires inverses & M’, on retrouve M et donc on a M > M.

II1.3 Calcul de l’'inverse d’une matrice

Soient n € N*, (A, B) € A, (K) tels que A > B, alors A € GL,, (K) si et seulement si B € GL,, (K). Autrement

dit, les opérations élémentaires préservent ’inversibilité.

Remarque 33 : On a la méme propriété si A o B.
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Démonstration. Soient n € N*, A € GL,, (K), B € .#, (K) tels que A > B. Puisque B est équivalente a A,

alors il existe Eq, Es, . .., E, des matrices d’opérations élémentaires (permutation, dilatation non nulle, transvection)
telles que B = E, - -- Es E1 A. On sait que les E; sont inversibles (cf remarque et A est inversible par hypothese.
Des lors, B est une matrice inversible en tant que produit de matrices inversibles et B~1 = A~1E 1E{ Lo E; L
Réciproquement si B est inversible car A > B < B > A.

U
Soient n € N* et A € 4, (K). On a
AEGLn(K) = A;In = A%In.
Démonstration. (=) admis.
(<)Si A > I,,. Puisque I,, € GL,, (K) alors par la propriété précédente, on a A € GL,, (K).
[l

On peut aller plus loin et donner méme une méthode systématique pour calculer en pratique l'inverse d’une
matrice !

1. On applique 'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice A jusqu’a obtenir la matrice I,,. L’algorithme ne faisant
que des opérations élémentaires, on trouve alors que E, - -- Ex 1A = I,,.

2. On en déduit que A est inversible.

3. Mieux, si l'on souhaite calculer A~ on observe que A=! = E,--- ExE;. On sait que pour obtenir Ey, il suffit
d’effectuer 'opération élémentaire & I,,. De méme pour obtenir F»>FEq, on effectue 'opération de E; a I, puis
lopération de E, & la matrice précédemment obtenue. Ainsi de suite, il est possible de calculer A~! sans trop

d’efforts.
1 1 1
Exemple 34 : En appliquant I’algorithme de Gauss-Jordan, calculons I'inverse de A= 1 —1 1 ].Ona
1 1 0
1 1 1 1 0 O
A=(1 -1 1 I3=(0 1 0
1 1 0 0 0 1
111 Lo Lo L, 1 00
~[0 -2 0 I In—1L ~1l -1 10
“\o 0 -1 3T “\-1 0 1
111 L 1L, Loooo
~l0 1 0 I _3 ~lz -2 0
“\o 01 s s “\1 o0 -1
1 1 0 0 O 1
~l0 10 Ly« Ly — Ls ~|l3 -3 0
“\o0 0 1 “\1 0 -1
11
-3 3 1
~ 13 L1 — Ll — LQ ~ % —% 0
< “\1 0 1
Puisque A > I3, on en déduit que A est inversible. De plus,
11
~1 1
2 2
-1
AT = % —% 0
1 0 -1

On vérifie systématiquement son résultat en calculant A=A, on observe bien que A4 = I5.

Remarque 35 :

e Le méme travail peut étre effectuer en effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes de A.

16/[19



c
5( ’
( i //
""""""""""""" Mathématiques PTSI, Chapitre XI 2024-2025

o Attention cependant a ne pas mélanger les opérations sur les lignes et celles sur les colonnes. Ou vous choisissez
de ne faire QUE des opérations sur les lignes OU (exclusif) vous choisissez de ne faire QUE des opérations sur
les colonnes, mais n’alternez pas les deux dans une méme recherche d’inverse.

1 2 0
Exemple 36 : Démontrer I'inversibilité et calculer I'inversede A= | 3 0 1 | par des opérations sur les lignes
-1 1 -1

puis recommencer par des opérations sur les colonnes.

_ h

Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls :

a1,1 a1n
0o . : L . .
A= est inversible & Vie[1;n], ai;#0 & H a;; #0
: S : i=1
0 ... 0 apn
ai,i 0 0
: e : n
A= : ’ ’ ’ est inversible & Vi e [Lin], a;;#0 22N H a;; #0
. . 0 =1
an1 --- ... QApn

Remarque 37 : Une matrice diagonale étant une matrice triangulaire (supérieure mais aussi inférieure) on peut lui
appliquer la propriété précédente :

A=diag(a11,...,ann) € GL, (K) & Vie[l;n], a;#0 & Hai,i #0.
i=1

Démonstration. Démontrons juste le sens direct. Puisque tous les a;; sont non nuls, il est possible d’effectuer les
dilatations L; < ==~ L;, on obtient alors que

i,

1 b172 . bl,n
as (Y

. . bn—l,n

0o ... 0 1

On effectue alors pour tout ¢ € [1;n — 1], L; - L; — b; n Ly, on a alors

1 * * 0

A~ 0 . %
< : .10
0 ... 01

En poursuivant, on obtient que des 0 dans la colonne n — 1 sauf sur la diagonale puis de méme en colonne n — 2 etc.

Finalement, A ~ I,, et donc par la proposition ITHEI, on en déduit que A est bien inversible.
< O

IV Prochainement... Analyse asymptotique - Equivalents usuels

Soient (ag, a1, ...,a,) € K™ avec a, # 0, (by,...,b,) € K" P avec b, # 0 et a € R.
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n
k P
arx” ~ a,T
k=p

n
k
A ~ and
r—r+00
k=0

n

In(l4+2z) ~ =z

z—0

tan(z) T

sin(z) ~ =z

z—0 z—0
ch(z) o 1 sh(x) oot

arctan(z) ~ x

z—0 z—0
"
ch(z) ~ sh(z) ~ % arctan(z) ~ T
r——+00 r—r~+00 r—~+00
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CAYLEY Arthur (Richmond (Angleterre) 1821 - Cambridge 1895) passa les huit pre-
miéres années de sa vie a Saint-Pétersbourg, ville ot ses parents faisaient du commerce.
1l étudia au Trinity College de Cambridge et débuta en tant qu’avocat avant d’obtenir
une chaire de mathématiques pures a Cambridge ot il put se consacrer entiérement d
sa passion. Il fit pratiquement toute sa carriere a Cambridge.

Cayley semble avoir eu toutes les vertus : une gentillesse reconnues de tous, une mé-
moire hors du commun, des dons artistiques et méme des aptitudes sportives supé-
rieures. Esprit romanesque et polyglotte, il dévore plus de mille romans dans plusieurs
langues. Passionné d’escalade il se rendait souvent sur le continent pour ses excursions.
11 expliquait que ’ascension lente et difficile rendait exaltant le triomphe d’atteindre le
sommet. Il comparait cette expérience a la réussite d’un probléme délicat ou I’élaboration
d’une théorie difficile.

Cayley est sans doute, aprés Fuler et Cauchy, le plus prolize des mathématiciens :
ses oeuvres comportent neuf cent soizante-siz articles remplissant treize volumes de six
cents pages et concernent tous les domaines mais surtout la géométrie et ’algébre linaire

(dont font partie les matrices).
1l est souvent considéré comme inventeur des matrices méme si le déterminant (cf fin d’année pour nous) existait

déja sous forme de tableau. Il définit la somme, le produit, la transposée, les matrices symétriques, antisymétriques et
donne inverse des matrices 3 x 3. Il énonce le théoréme donnant l’équation caractéristique d’une matrice (cf Uannée
prochaine) ainsi que le théoéme de Cayley-Hamilton. Théoréme qu’il démontre pour n = 2, prétend l’avoir fait pour
n = 3 et soutient qu’il n’est pas nécessaire d’apporter une preuve en dimension supérieure... Hum, hum. Frobenuis en
1878 apportera la premiére démonstration générale.

On organise une compétition entre un polytechnicien, un gadzart, un normalien, un étudiant de science-po et un
étudiant de HEC. On leur soumet le probléme de barométre de Bohr : on leur donne un baromeétre et on leur demande
de mesurer la hauteur d’un phare.

Le polytechnicien prend sa montre en main, fonce, avale quatre d quatre les marches lache son barométre du haut
du phare et mesure le temps que celui-ci met a atteindre le sol. En négligeant le frottement il obtient ainsi une
approzimation de la hauteur du phare.

Le gadzart s’écrit « c’est facile! J'ai compris! » il s’élance, monte en haut du phare mais liche sa montre au lieu du
baromeétre...

Le normalien, n’ayant plus fait de sport depuis... heu toujours en fait. Pose le baromeétre au sol mesure sa hauteur,
celle de son ombre, celle de l'ombre de l"immeuble. Puis affirme hautain : « Bref, on utilise Thales, l’enfance de ’art
quot. »

L’étudiant de science-po, devant la naiveté de tous ces péquenots, est parti en voiture aller voir le cousin du cousin
de son pére qui a été préfet dans la région, il n’y a pas de meilleure source.

L’¢tudiant de HEC' a déja la réponse, il a vendu son barométre au gardien du phare en échange de l’information.
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