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Chapitre XXVII : Géométrie de ’espace

Nous allons dans ce chapitre revoir les notions introduites dans la géométrie dans le plan et voir leurs applications
dans l'espace. On note E ’ensemble des vecteurs de l'espace, espace vectorie_l) isomorphe & R3. On note également &
I’ensemble des points de ’espace, qui est donc un espace affine de direction F.

I Reperes
- Définition T.1. ~

Soit O € & un point de I'espace et (77 77 ?) une base de E. On dit alors que Z = (O; 7, 7, 7;) forme un repére
de I’espace.

_ )

- —

Soit Z = (O; i,7, Z) un repére de &. Pour tout point M € & de I'espace il existe un unique triplet de réel (z, y, 2)
tel que

M=0+z7 +yj +2k.
On appelle ce triplet les coordonnées de M dans Z.

\. J

Démonstration. Comme dans le plan, le vecteur OM € E peut se décomposer de facon unique dans la base

B = ( 1,7, 7;) En notant (z,y, z) ses coordonnées, on obtient,
M=0+0M=0+z1 +y7j +zk.
|

Exemple 1 : Soient A(—2,4,1), B(—1,5,2), C(0,6,-3), D(1,3,2) et M (z,y, z). Déterminer les coordonnées de M
dans le repere (A; AB, AC, AD).

_ )

Soient Z = (O; 7, 7, E)) un repere de &. Pour tout M € &\{0}, il existe un unique triplet (r, 0, z) € R% x[0; 27[xR
tel que les coordonnées de M dans Z soient

(rcos (@), rsin(6), z) .

On appelle alors (r, 0, z) les coordonnées cylindriques de M dans 2.

\ J

Démonstration. Soit (z,y,2) les coordonnées de M dans le repére Z. Posons ( = x + iy € C. D’apres le chapitre
sur les complexes, il existe un unique couple (r,6) € R% x [0;27[ tel que r = 22 + y? et § = arg (¢) ou encore tel que

x =rcos(f) et y =rsin(6). .

Remarque 2 : Naturellement 6 peut étre pris dans R tout entier 1'unicité se congoit alors modulo 27.

Dessin :
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II Opérateurs vectoriels

II.1 Le produit scalaire

— A

Soit (é7, €3, €3) la base canonique de E. Tl existe un unique produit scalaire (-|) sur E vérifiant

—>|—> —>|—> —> —>

(erler) = (ezlez) = (esles) =1 et (elle2) = (e1les) = (e3les) = 0.
De plus pour tout (7 (z,y,2), v (2,9, 2')) € &2, on a

(0| T) = a2’ +yy' + 22

\

Démonstration. EXO! Recopier la démonstration donnée dans P,

Remarque 3 : On peut alors étendre les définitions données dans P au vecteurs de lespace :
1. Deux vecteurs U (z,y,z) et U (2',1/, 2") sont dits orthogonaux si et seulement si (¥|V) = 0i.e. zz’'+yy' +22" = 0.
2. Pour tout vecteur U (z,y, z) € E, on définit la norme euclidienne de @ par 12N = /(@[T) = /22 +y2 + 22

3. Pour tout A(x4,ya,24) € & et B(zp,ys,2) € &, on a

AB = |AB| = V(@s — 24)* + (ys — ya)” + (25 — 2a)".
4. Un vecteur @ € E est dit normé si sa norme vaut 1 : |7 = 1.

I1.2 Le déterminant

_ h

Par le théoréme II.11 du chapitre précédent, on sait qu’il existe une unique forme sur R3? x R3 x R3, 3-linéaire,
alternée vérifiant det (¢’) = 1, oit & est la base canonique de R3. On appelle encore cette application le déterminant.
Pour tout (¥ (z,y,2), v (2/,y,2'), @ (z",y",2")) € E3, on a

/ 1

x x
det (,(—[7 ?7 /l_,U)) = y y/ y// = xylzll + yzlx// + Zl‘/y” _ x//ylz _ y//zlx _ Z”fly
z Z/ z//
Exemple 4 :
-1 2 5
1. Soit A= 1 2 3 |.Parledéveloppement d’une ligne ou d’une
-2 8 10
+ - +
colonne avec la régle du signe suivant : |— + —|, calculer le dé-
+ - +
terminant de A.
1 5 3
2. Faire de méme pour la matrice B=1| 2 4 1
4 6 2

La méthode de développement du déterminant par rapport a une ligne ou & une colonne est valable en dimension
quelconque.

-1 0 1 1

. . 1 -2 1 -1

Exemple 5 : Calculer le déterminant de A = 1 0 -1 1
1 0 1 -1
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_ )

Soit n € N* et A € 4, (R). Si A = (aivj)(ij)eﬂl-n]P est triangulaire supérieure V (¢,7) € [1;n], j < 4, a;; = 0
(respectivement inférieure), alors

a171 DR ... a17n
0 a2 2 c e .
det (A) = ’ =a1,1022 " Ann
0 0 apn

(respectivement det (A) = a1,1a22 - Gnn.)

\ J

Démonstration. Par récurrence en développant par rapport a la premiere colonne.

J

Soient n € N* et A € 4, (R). Les opérations élémentaires ont les effets suivants :
o C; <> C; change le signe du déterminant (propriété d’alternance).
« C; < AC; multiplie le déterminant par § (n linéarité).

o C; + C;+ AC; ne change pas le déterminant !

LES ENFANTS,

ILN'Y A PAS DE QUESTIONS

BETES | MONSIEUR MICKEY
REPONDRA A TOUTES !

I r

Soient n € N*, (A, B) € 4, (R)* et A € R.
1. det (A A) = \" det (A).
2. det (AB) = det (BA) = det (A) det (B).

I r
J

Soit n € N*, A € 4, (R). On a 'équivalence suivante :
A est inversible =3 det (A4) # 0.

Lorsque A est inversible,
1

det (A)°

\ J

det (Afl) =

Démonstration. (=) Si A est inversible alors, par ce qui précede 1 = det (I,) = det (A7 A) = det (A™!) det (4).
Donc det (A4) # 0.

(<) Si A n’est pas inversible alors A = (C1,...,Cy) ou les C; sont les colonnes de A forment une famille liée. Donc
il existe @ € [1;n], A1y.. oy ANic1, A1y .- -5 An € R tel que

Ci= Y. NG

Jj€Lin]
i£j

Donc par linéarité du déterminant par rapport a sa '™ variable,

det (A) = det (Cl,...,Cn) = Z)\j det (Cl,...,ijl,Cj,CjJrh...,Cifl,Cj,Cile,...,Cn)
i<i
+ Z)\J det (Cl, .. .,Cifl,Cj,CiJrh. . .,Cj,th,CjJrl, .. 7Cn) .

3>
Soit j < i, alors en échangeant la colonne numéro 7 avec la colonne numéro j, on a

det (017 . .,Oj_l,Cj,Oj+1, [N .7Ci_1,Cj7Ci+17 . 7071.) = —det (Ol, “e .7Cj_1,CJ,Oj+1, N .,C’i_l,Cj,CiH, . 7C'n,) .

39
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Et donc, det (Ch,...,C;-1,C},Cjs1,...,Ci—1,C5,Citq,...,Cy) = 0. De méme si j > i. Conclusion,

/ 51, MAIS LE BUT

DE MES VOYAGES N'EST PAS
D'ARRIVER MAIS DE DECOUVRIR
DE NOUVEAUX ENPROITS !

. GA N'RAIT
PAS PLUS VITE
DE TRAVERSER
LE DESERT
EN AVION?

Soient n € N* et A € 4, (R). Alors
det (AT) =det (A).
Et donc il est possible d’effectuer des opérations élémentaires sur les lignes :
o L; <> L; change le signe du déterminant (propriété d’alternance).
o L; < A L; multiplie le déterminant par 1/ A (n linéarité).
o L; < L; + A L; ne change pas le déterminant !

\ J

_ h

=
Soient (¢, v, W) € E. Les vecteurs (@, U, W) sont coplanaires si et seulement s’ils sont liés si et seulement si

det (2, T, @) = 0.

\. J

Démonstration. Par la négation, (U, ¥, W) sont libres si et seulement §’ils forment une base de E (car la famille
est de cardinal 3) si et seulement si P = mate (U, U, W) est matrice de passage (avec ¢ la base canonique de F) si
et seulement si P est inversible si et seulement si det (P) = det (W, U, W) # 0. 0

- —
Soient (@, ¥, w) € E3 trois vecteurs de F, on dit que (U, ¥, W) est orienté dans le sens direct si et seulement
si

det (@, ¥, w) > 0.

I1.3 Le produit vectoriel

_ h

Il existe une unique application de E x E dans E, notée - A -, appelée produit vectoriel vérifiant les propriétés
suivantes.

e Bilinéarité.
1. Pour tout (U, u') cE2, U CE, (\, ) € R?,

(AT +ud ) AT =A@AT) +u(d A T).
2. Pour tout @ € E, (T)’,;;) € E2, (\ ) € R?,

1‘[/\(/\5’+m7) AT A 17)+u(ﬂ’/\z7).

-
o Antisymétrique/alternée. Pour tout (4, V) € B, U AU = —-T AW
-
o En notant (e7,e3,e3) la base canonique de E, on a
— . —> — — . — — — . —> —>
e1 Neg = 3, 62/\63: 1, 63/\61262.
\ v

4/
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—>
Pour tout (¥ (z,y,2), ¥ (2/,y',2')) € E%, on a
[y v'|]
z 2
7 i 2 — zy
- > / z 2 Y / ;j
uNv =yl AN|y| = il = |z = 2
/ r / /
z z zy — yx
z T
Ly v
Démonstration. Par bilinéarité,
UANT= z(@AV)+y@Av)+z(@3A7)
= zrx'et ANel +ay'e] Aes +x2'el ANes
+yz'es Nel +yy'es Nes +yz'e; Aes
+zr'es Nel + zy'es ANes + z2'es Aes.
Soit 7 € [1; 3], par antisymétrie €; A e; = —e; A €; et donc €; A e; = 0. Ainsi,

UAU =xyes —xiesNel —yx'el Nes +yz'el +za'es — zy'es ANes

=ay'es —w'ez —ya'el +yel +2a'el — zy'el

= (' —2y) el + (a2’ —wd) &3 + (ay’ — ya') €.

Exemple 6 : Pour ¥ (1,2,3) et ¥ (1,0,—1), calculer @ A ¥.

N
Soient (%, ¥) € E? deux vecteurs de l’espace.
— —

1. W et T sont colinéaires si et seulement si w A U = 0.

2. Le vecteur W = @ A U est orthogonal & tout vecteur du plan Vect (@, V) (et notamment & @ et ¥)

— — —

Remarque 7 : Le produit vectoriel N'EST PAS associatif!! Exemple si (e7, e, €3) est la base canonique de R?, alors

GANEBASB) =0 £ =8N =(GAESB)AEG.

_ )

Soient (4, v, W) € E3. On appelle produit mixte de (@, v, W) le réel

[@,7,3] = (ZAT|D).

\ J

_ h

N
Pour tout (@, ¥, W) € E3, on a
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IIT Repéres/bases orthonormés

_ )

Soient O € & et (_), 3

une base de E .

fi

|
Yom

=

e On dit que £ = (T, 7, 7;) est une base orthonormée directe si et seulement si
- — - ,
1. Les vecteurs 7, j et k sont normés,
-> > > . —>|—> —>| > —| >
2. Les vecteurs ¢, j et k sont tous orthogonaux deux a deux : <z )]> = <z ‘k> = <] ‘k> =0.
3. Les vecteurs 7, 7 et & sont orientés de sens direct, det (7, 7, E) >0
e On dit que Z = ( It _>, E) est un repére orthonormé direct si et seulement si % = (7, _>, E)) est une

base orthonormée dlrecte.

J

.
_ A

z=(#|7), y=(27) e z=(3[F).

,
.

Démonstration. EXO!

IV Expressions des opérateurs vectoriels

IV.1 En base orthonormée quelconque

_ A

Soit & = 7, 7, 75) € E? une base orthonormée de E. Soient @ TS P trois vecteurs du plan et (z,y, z) € R?,
(2',y,2") € R? et (2”,y",2") € R? les coordonnées cartes1ennes de U, U et w respectivement dans la base 2.
Alors

1. {W|V) = o2’ + yy' + 22’

2. ||| = a2 + 92 + 22

T x
3. si de plus Z est orientée dans le sens direct alors det (7, v, W) = |y v y”
z z/ 1

,
.

IV.2 Formulation géométrique

Soient (7, 7) € E? deux vecteurs du plan. Alors
(@|7) = ||| || 7] cos (ﬁ{\v) oll (E/’,\TJ’) est ’angle géométrique (non orienté) entre U et .
2. U AT = ||| ||V sin (’T[, T)’) 7 oll 7 est 'unique vecteur normé de E, orthogonal & @ et & ¥ et tel que
(U, 7, m) est orienté positivement.
\ v
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~

Soient % et T deux vecteurs non colinéaires de E. On note P le parallélogramme formé par @ et ¥ et o7 (P) son
aire. Alors

Soient @, v, W trois vecteurs non coplanaires de E. On note P le parallélépipede formé par @, ¥, @ et ¥ (P) son
volume. Alors

Y (P) = |[4, 7, d]| = |det (T, 7, D)|.

Dessin :

V Droites et plans de ’espace
V.1 Définition
- Définition V.1 ~

¢ On appelle droite vectoriel de ’espace tout sous-espace vectoriel de dimension 1 de E , i.e. engendré par un
vecteur non nul,

ﬁzVect(U)z{tUEE‘tER}.

—
e On appelle plan vectoriel de 'espace tout sous-espace vectoriel de dimension 2 de F, i.e. engendré par deux
vecteurs non colinéaires,

ﬁ):Vect(U,T)’):{)\U—i-MTJ’GE’)‘ () R}

\ J

_ )

e Soit AcEet T EE \ {0z}. L’ensemble

D=A+Vect(U)={A+td |[teR}={Me&|FHeER, M=A+tu}

est appelé droite affine de I'espace & (de direction Vect (7)).

o Soit Ae & et (U,V)€ E deux vecteurs non colinéaires. L'ensemble

P=A+Vect (T, 7) = {A+ AT +puT |\ p) ER?Y = {M &I\ p) €ER?, M = A+ AT +uT)}

est appelé plan affine de l'espace & (de direction Vect (o, V)).

\ J

Remarque 8 :
e Une droite est définie par
1. la donnée d’un point et d’un vecteur non nul dit vecteur directeur,
2. ou la donnée de deux points distincts.

e Un plan est défini par
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1. la donnée d’un point et de deux vecteurs non colinéaires,

2. ou la donnée de trois points non alignés.

Soit P un plan affine de ’espace de direction P. Soit 7 € E. On dit que 7 est un vecteur normal & P (ou & 7—5)
s’il est orthogonal & tout vecteur de P.

Remarque 9 :

1. Un vecteur est normal & un plan affine si et seulement s’il est orthogonal & un couple de vecteurs non colinéaires
du plan vectoriel associé.

2. Si 7 est un vecteur normal & P, alors pour tout A € R, A7 est aussi normal & P.
3. Par la proposition [[T.13] @ A ¥ est un vecteur normal a Vect (7, 7).

Remarque 10 : Nous verrons dans la suite qu'un plan vectoriel est entierement défini par la donnée d’un vecteur
normal au plan.

ATTENTION dans 'espace, ce n’est plus le cas pour une droite. En géométrie dans le plan, la donnée d’un vecteur
normal suffit a décrire une droite vectoriel. Ce résultat est faux en dimension 3. Il existe toujours une infinité de
droites vectoriels orthogonales & un vecteur donné.

Dessin :

V.2 Equations de plans

- > —
Dans les propriétés qui suivent, les coordonnées sont données dans un repeére orthonormé direct % = (O; 1,7, k)

— A

Soient A (xa,ya,24) € & et (U (o, B,7),7 («,8,7)) € E deux vecteurs non colinéaires de I’espace. Soit P le
plan de I'espace passant par A et de direction Vect (%, 7). Alors

T =x4+ta+ sa
P=q M(z,y2) €& |I(st) R {y=ya+tB+sp
z=1za+ty+ sy

Ces équations sont appelées les équations paramétriques de P.

\ J

Démonstration. Découle directement de la définition du plan.

_ h

Soit P C &. L’ensemble P est un plan si et seulement s'il existe (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} et d € R tel que

P={M(z,y,2) €& |ax+by+cz+d=0}.

Alors az + by + cz + d = 0 est appelé I'équation cartésienne de P. De plus 7 (a, b, c) est un vecteur normal a P.

\ J
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Démonstration. Montrons tout d’abord que si P est un plan affine il admet une équation cartésienne.

Soit P un plan affine, A (z4,y4,24) € P et U et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires de&Ongose n (a,ﬁg) =
% A U. Alors on a vu que 7 est un vecteur non nul normal & P. Soit M (z,y,2) € P alors AM € P et donc AM et
7 sont orthogonaux :

0= <Av]\7‘7i>:a(a:—xA)+b(y—yA)+c(z—zA)=ax—|—by+cz—|—d,
oud=—ars —bys — cza. Donc
PC{M (z,y,2) € |ax+by+cz+d=0}.

Réciproquement avec cette valeur de d, ax +by+cz+d = 0 implique que AM est orthogonal & 7. La famille (@, ¥, @)
est libre : soit (A, u,v) € R3 tel que

—
v

=0.

3|

>

U+ pv+v

Donc,
0= <6\7{> = ANTR) + 1 (TR + v (R|7) = v||7]>.

Or ||7]| # 0 car @ # 0 par hypothese. Donc v = 0. Donc A% + u¥ = 0. Or @ et ¥ ne sont pas colinéaires donc
A = p = 0. Donc la famille (@, ¥, %) est libre et de cardinal 3 donc forme une base de E. Donc il existe («, 3,7) tel
que

Puisque AM est orthogonal & 7,

Donc v = 0 et donc AM = o (Z|7) + B (V) € Vect (¥, V). On a donc montré que
{M(z,y,2) €& |ax+by+cz+d=0} CP.

Finalement, P = {M (z,y,2) € & |ax + by +cz+d=0}.

Montrons maintenant qu’une équation cartésienne ax + by + ¢z +d = 0 avec (a, b, ¢) # (0,0,0) correspond & un plan.
Soit P l’ensemble des points de & vérifiant cette équation. Supposons a # 0 (les cas a = 0,0 # 0 et a = b = 0,
¢ # 0 se traitent de la méme fagon). Alors en posant A = (—W, 1, 1), on vérifie facilement que A € P. On note
(xA,y4,24) les coordonnées de A alors, on sait que axg + bya + cza +d = 0. Soit M (x,y,2) € &. Posons (z/,y/,2')
les coordonnées du vecteur AM. On a alors les équivalences suivantes

MeP & axr+by+cz+d=0

PR a(x—x4)+b(y—ya)+ec(z—2z4)=0. en soustrayant par ars + byas +cza +d =0
& ar’ +by +cz' =0
b
& ="y — Sy en supposant ici comme précédemment a # 0
a a
_b [_c
N a a
& AM € Vect 11,10
o |1
_ b7 _c
a a
& M = A+ Vect 14(,10
0 1

Notez au passage, que cette démonstration donne une méthode pour passer du paramétrique au cartésien et récipro-
quement !
O

Exemple 11 : Déterminer les équations paramétriques et cartésiennes des plans suivants.
1. P le plan passant par A(1,1,1), B(2,0,1), C' (—1,2,4).
2. P le plan passant par A (1,2,1) dont la direction contient les vecteurs @ (4,0, 3) et v (1,3, —1).

o/fi9
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Soient P et P’ deux plans de &. Soient 7 un vecteur normal de P et n’ un vecteur normal de P’. Alors
1. P et P’ sont paralleles si et seulement si 7 et n’ sont colinéaires.

2. P et P’ sont orthogonaux si et seulement si 7 et n’ sont orthogonaux.

.
_ h

1. Soit P = A + Vect (@, ¥) un plan de l'espace &. On a alors la caractérisation suivante :

MeP &  det(AM,7,7)=0.
2. Soient A, B et C trois points de I’espace non alignés et soit P le plan affine (ABC). Alors,

MeP o det(AM,BM,CH) =0

\.

Remarque 12 : Si P et P’ sont deux plans affines alors trois situations se présentent.
1. P et P’ sont paralleles et alors P NP’ = ().
2. P et P’ sont confondus et alors PNP =P =P’

3. P et P’ sont sécants et alors P NP’ est une droite affine.

Exemple 13 :
1. Déterminer l'intersection des plans P : x —y+2+1=0et P’ : 20 — 2y + 22 +2=0.
2. Déterminer 'intersection des plans P:z —y+z+1=0et P’ : 20 — 2y +2z+1=0.
3. Déterminer l'intersection des plans P : z —y+2+1=0et P : 2 +y—2—1=0.

V.3 Equations de droites

La droite D passant par A (z4,y4,24) € & et de vecteur directeur ¥ (a, 8,7) € E \ {@)} est donnée par ses
équations paramétriques :

=15+ ta
D= M(z,y,2)€E|FHER, {y=ya+1tB3
2=2z4+ 1ty

7
~ Proposition V.9 ~
Soit D une droite affine de ’espace. Alors il existe a,b,c,d,a’,b’,c’,d des réels tels que D est donnée par ses
équations cartésiennes suivantes :

ar+by+cz+d=0 }

D=<M(z,y,z) €&
{ (-TZJZ) ‘{a'l’—l—bly—l-c/z-i-dl:o

=
De plus les vecteurs 7 (a, b, c) et n’ (a’,¥’, ") sont non nuls, non colinéaires et normaux a D.

\. J

Remarque 14 : Il apparait clairement dans les équations cartésiennes qu’une droite est 'intersection de deux plans.

10/[19
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Exemple 15 :

1. Donner les équations paramétriques de la droite définie par

S5r —2y+72—8=0
r—1=0

2. Donner les équations cartésiennes de la droite définie par

r=3+2t
y=t
z=1+t

V.4 Projeté sur une droite

Soient A€ &, TeEE \ {O—vE)}, D = A + Vect (%) une droite affine de I'espace et M € & un point de Iespace.
¢ On appelle projeté orthogonal de M sur D, 'unique point H € D donné par

(An|w) @

H:A+ — 12
12|

e On appelle distance de H a D, noté d (M, D), le réel défini par

d(M,D) = HM = HWH

\ J

Remarque 16 :

M|@Z)w

AM —_— _
o En particulier, <||—a’|\r est le projeté de AM sur la droite vectoriel Vect ().

e Si, ¥ est unitaire, le projeté est donné par H = A + <AM’1_[> .

Soient D = A + Vect (@) une droite affine, M € & un point du plan et H le projeté orthogonal de M sur D. Alors
HM est normal a D.

Démonstration. On a par la relation de Chasles,
(HM|) = (HA+ AM|iT) = (~AH + AM|) = - (AH

Or par définition de H, AH = %. Donc,
(AM )

(M) = e (@D (AM|) = — (AM|@) + (AM]|7) = 0.

d

_ A

Soient A € &, ¥ € E\ {(ﬂ:}, D = A+ Vect (@) une droite affine de espace et M € & un point de I’espace. La
distance de M a D est donné par
—> 2
||>

B .7
R T
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Démonstration. Soit H le projeté de M sur D. On a, par linéarité,

AMAT=AHAT +HM AT,

Or AH et @ sont colinéaires donc AH A% = 0. Donc AM AT = HM A T. Ainsi,

sin (HM,T[)‘.

|08 2] = s ]| = [0

Or HM et W sont orthogonaux. Donc ‘sin (H M, 1_[)‘ = 1. Finalement,

|8t na] _ ] i

12| 1721

= HWH = d(M,D).

Ce qui démontre la premiere égalité. Pour la seconde, toujours avec H le projeté de M sur D, le triangle AM H est
rectangle en H. Donc par le théoréme de Pythagore, AH? + HM? = AM? ou encore HM? = AM? — AH?. Or HM
est la distance recherchée : HM = d (M, D) puis

d(M,D) =/ AM? — AH?.
Et d’autre part, AH est le projeté orthogonal de AM sur D. Donc

A7 - <m"i> “
K

(Kl

Ainsi,
7\ 7| 7\’
soo) = e Y T2 L (] )
1|/ [ 1]
O
Exemple 17 :
r=1+2t
1. Déterminer la distance de A (—1,1,3) & la droite d’équations ¢ y =2t ,t€R.
z=2+2t

2t —y—22z4+3=0

2. Déterminer la distance de A (1,2,3) & la droite d’équations
r+y—4z+3=0.

V.5 Projeté sur un plan

_ )

Soit P un plan passant par A € & et de vecteur normal 7 € E\ {0g}. Soit M € &.

e On appelle projeté orthogonal de M sur P, le point H défini par

) @m’)w) 7

o On appelle distance de M & P, notée d (M, P), le réel

d(M,P) = HM = HWH

12/19
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Dessin :

Soit P un plan passant par A € &. Soient 7 un vecteur normal & P, ¥ et v deux vecteurs de P non colinéaires.
Alors pour tout M € &,

(AM|@)| |(AM|2ZAT)| |det (AM,%,7)
M) =R T RART IR

Notamment si az + by 4+ cz + d = 0 est une équation cartésienne de P et si M a pour coordonnées (Z s, yar, 2n1),

alors
_axp 4 by 4 czy + d

P = e e

\.

Remarque 18 : Pour une droite D dans I'espace, on a toujours d (M, D) = mingep HBMH

De méme pour un plan P, on a aussi, d (M, P) = mingep HBMH

Exemple 19 :
r=2+t—s
1. Déterminer la distance de M (1,1,1) au plan P d’équations { y =3 —t +2s , (s,t) € R
z=14+2t+s
2. Montrer que les plans P : x — 2y +22 —1=0et P’ : 20 — 4y + 42 — 3 = 0 sont paralleles et calculer la distance
de P aP.

VI Equations de spheéres

La sphere S de centre Q (zq, yo, 2zq) et de rayon R € R* a pour équation cartésienne

(x—20)+ (y—ya)* + (z — 20)° = R%.

Exemple 20 :
1. Déterminer 'ensemble des points M (x,y, z) de 'espace vérifiant 2% + y? + 22 — 4w — 2y + 62 + 5 = 0.
2. Déterminer I’ensemble des points M (z,v, 2) de I'espace vérifiant 2% + y? + 22 + 22 — 1y + 5 = 0.

C'EST UNE PISTE QUE
NOUS N'AVONS PAS

Intersection d’une sphére et d’une droite. Soient S une sphere de centre 2 et
de rayon R et D une droite.

(i) si d(Q,D) > R, l'intersection est vide.
(ii) sid (9, D)= R, l'intersection est un point, la droite est tangente & la sphere.

(iii) si d (€2, D) < R, I'intersection est un couple de points.

13/[19
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Exemple 21 :
r+y—2z4+1=0

1. Déterminer I'intersection de la sphére S : 224y +22 —4x—2y+62—11 = 0 et la droite D : {2 =0
r—y—z—1=

r—y+2—2=0

2. Déterminer l'intersection de la sphere S : 22 + y? + 22 — 3/2 = 0 et la droite D : { N 0
TH+y—z=

= 3=0
3. Déterminer Pintersection de la sphere S : 2%+ y? + 22 — 4z — 2y + 62 — 11 = 0 et la droite D : {x 4 1 0
T—y+z=
Intersection d’une sphére avec un plan. Soient P un plan et S une spheére de centre Q) et de rayon R.
(i) si d(92,P) > R, lintersection est vide.
(i) si d(Q,P) = R, l'intersection est un point, le plan est tangent a la sphere.

(iii) si d(€2,P) < R, l'intersection est un cercle.

Exemple 22 :

1. Déterminer l'intersection de la sphére S : 22 +y2+ 22 — 42 — 2y +62+5 = 0 avec le plan P : 22—y +32z —2 = 0.

2. Déterminer l'intersection de la sphére S : 22 +92 4+ 2y 4+ 22 —2=0avecleplan P : x4+ y+2—2=0.

3. Déterminer 'intersection de la sphére S : 22 +y? + 22 — 22 —2y—22+5/3 =0avecleplan P : x —y+2+1 = 0.
Intersection de deux sphéres. Soient S une sphére de centre () et de rayon R et S’ une autre sphére de centre
et de rayon R’.

(i) si d(9,9Q) > R+ R, I'intersection est vide.

(ii) sid (97 Q’) = R+ R/, 'intersection est un point, les sphéres sont extérieurement
tangentes.

(iii) si |[R— R'| < d(Q,9) < R+ R, I'intersection est un cercle.

(iv) sid(Q,Q") = |R — R'|, I'intersection est un point, les sphéres sont intérieurement
tangentes.

(v) sid(,Q) <|R— R'|, I'intersection est vide.
Exemple 23 :
1. Déterminer I'intersection des spheres S : 22 4y?+22 —4x—2y+62+5=0et S' : 22 +y? + 22 —5xr—3y+52+4 = 0.
2. Déterminer I'intersection des spheéres S : 22 +9% 422 —2x+2y—424+42 =0et S" : 22 +y? + 22 —22—6y+22+2 = 0.
3. Déterminer I'intersection des sphéres S : 22 + 9% +22 — 22 —2y —22 - 13=0et S’ : 22 +9%2 +22 -1 =0.

CE SOUFFLE EST PARFAIT!
GONFLE, LEGER... ON DIRAIT
QUIIL VA S'ENVOLER | J'Al HATE

£

DE LE GOUTER !

..ET JE DETESTE
LAISSER UNE PISTE
INEXPLOREE !

HUM... UNE VRAIE
EXPLOSION DE
SAVEURS, HEIN 7

Ny .
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VII Transformations de I’espace

VII.1 Projection

Soient P un plan de 'espace Eetn =+ 0 un vecteur normal & P.
1. On appelle projection orthogonale sur Vect (77) I'application

— —
pw B —>F
(a|m) 7
rYe —
2
7]

2. On appelle projection orthogonale sur P I’application

psi B B

UHU_T.
7]

Dessin :

~

= ) - — o2 39 = — =
Soient P un plan de 'espace E, e7 et es deux vecteurs non colinéaires de P et m # 0 un vecteur normal & P. On

pose ez = 7 et € = (€1, 3, e3). Alors
1. La projection pz sur Vect (77) et la projection pg sur P sont des endomorphismes de E

2. Dans la base %, on a

et mate (p3) =

S O =
o = O
o O O

maty (pz) =

(=i e en)
o o o
= O O

J

\

Remarque 24 : Une pI‘Q]eCthIl n ‘est toujours pas bijective mais vous noterez que pw + pz = Idg qui traduit en
réalité le fait que Vect (77) + P = E. Ces espaces sont mémes supplémentaires et la décomposition est donnée par les

projections respectives !

Soient P un plan de l’espace Eet7n = 0 un vecteur normal & P. On pose pr la projection orthogonale sur
et pp sont des projecteurs vectoriels :

~

Vect (7)) et p3 la projection orthogonale sur P. Alors PR

—

1. pz opm =p=w et pp opp = p3.
2. Im (p5) = Ker (pz) = Vect (/) = { 7

m
Y
T~
3|
g
Il
s}
——

3. Ker (pw) =Im(pg) =P = p3 (W) = T[}.

\

Remarque 25 : La matrice A d’une projection dans ’espace (sur une droite ou un plan) vérifie donc toujours

A% = A

15/|19
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Exemple 26 :

1. Donner la matrice de la projection orthogonale sur x — 2y + 3z = 0 dans la base canonique et dans une base
adaptée que 'on précisera.

N 5 =2

2. Soitpe & (E) telle que sa matrice dans la base canonique soit A =4 [ —2 2

2

1
5 2 |. Montrer que p est une
1 5

projection et déterminer dans quel ensemble.
VIL.2 Réflexion/Symétrie

_ )

Soit p € & (E) une projection vectorielle (sur un plan ou une droite). On appelle symétrie s orthogonale par
rapport a Im (p) I'application s = 2p — Id3 :

&=

S

sl =

%
’-)

VY

(@) = 2p(T) - .

Lorsque Im (p) est un plan, la symétrie est appelé une réflexion.

\ J

Dessin :

_ h

Soient F' une droite ou un plan de E et sy la symétrie orthogonale par rapport a F. Alors sz est un endomorphisme
—
de E. De plus,

1. Si dim (ﬁ) =1ie siF est une droite, alors, il existe € une base de E telle que

1 0 ©
maty (s) =0 -1 0
0 0 -1

2. Si dim (1—5) —2ic. si F est un plan, alors, il existe % une base de E telle que

mate (8) =

S O =
o = O
o
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Soient s une symétrie orthogonale de ’espace.
1. L’application s est un automorphisme.
2. L’application s est une isométrie i.e. conserve la norme : V@ € E, ||s ()| = ||Z]-
3. L’application s conserve le produit scalaire : ¥ (%, 7) € E2, (s (2)|s (T)) = (T| D).
4. Si A est la matrice de s dans une base orthonormée directe alors A une matrice orthogonale :
A1 =AT = A

\. J

_ A

Soient F' une droite ou un plan de l'espace, s une symétrie orthogonale par rapport a F et A la matrice de s dans
une base.

1. sos=1Idg ie. A% =1;.

2. F:Ker(s—ldg):{ﬂ’eﬁ’s(ﬂ’)zﬂ}.

-8 4 1
Exemple 27 : Soit A = —% 4 7 4 ). Montrer que A est la matrice d’'une symétrie dont on déterminera les
1 4 -8

points fixes.

VII.3 Rotation dans ’espace

_ )

Soient 7 € E, 7 # 0 et 6 eR. On note P le plan vectoriel orthogonal & 7, ps la projection orthogonale sur
7 et p3 la projection orthogonale sur P. On appelle alors rotation vectorielle Rz ¢ d’axe Vect (1) et d’angle 6,
I'application définie par

&=

ou ry est la rotation plane dans P d’angle 6.

\ J

Vect it
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~

Soient 77 un vecteur non nul de I’espace et § un réel. On pose e; = ”ﬁzﬂ, €2 un vecteur normé et orthogonal & e7 et
enfin €3 = e Ae3. Alors Rz ¢ est une application linéaire et sa matrice dans la base ¢ = (€7, €3, €3) est donnée par

1 0 0
mate (Rwg) = [ 0 cos(d) —sin(0)
0 sin(f) cos(f)

Soient # € E, 7 # 0, 0 € Ret R7 ¢ la rotation d’axe Vect (77) et d’angle 6.

1. L’application Rz ¢ est un automorphisme.

2. L’application R ¢ est une isométrie i.e. conserve la norme : VU € E, |R.0 (V)] = 7]

— 7 = — W |7
3. L’application R# ¢ conserve le produit scalaire : V (v,’u’) € E?, <R7{79 (U)‘Rﬁ’ﬂ (v’)> = <v v’>.
4

. Si A est la matrice de Rz g dans une base orthonormée directe alors A une matrice orthogonale :

A7l = AT,

5. La droite Vect (77) est laissée fixe par la rotation : Vect (77) = Ker (R, — Idg) = { TeE ‘ Rz (V) = 17} .

,
.
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Henri POINCARE (Nancy 1854 - Paris 1912) est mathématicien, physicien, astro-
nome et méme philosophe francais qui ne doit pas étre confondu avec Raymond Poincaré
(1860-1934) homme politique frangais, président de la République de 1913 a 1920 et...
cousin germain de Henri Poincaré ! Fils du doyen de la faculté de médecine de Nancy,
Henri Poincaré manque de mourir a l’dge de cing ans d’une diphtérie et conservera une
santé fragile. Aussi, enfant, il préfére déja la lecture et les études auz jeux brutaux des
autres enfants de son dge. Sa mére trés cultivée, I’éduque et développe ses aptitudes lit-
téraires. Pendant la guerre de 1870, il suit son pére sur les routes et l’aide a soigner les
soldats blessés. Il en profite pour apprendre l'allemand. Ses talents en mathématiques
sont rapidement révélés et il recu a I’Ecole Normale Supérieure et I’Ecole Polytechnique
en 1873. Il choisit cette derniére et complete sa formation a I’Ecole des Mines tout en
travaillant sa thése. Il passe son doctorat a I’Université de Paris sous la direction de
Hermite en présence de Darbouz. D’abord nommé & Caen, il obtient ensuite une chaire
a UUniversité de Paris qu’il occupera jusqu’a sa mort a l’age de cinquante-huit ans.

La production de Poincaré est tres abondante. Il rédige beaucoup et trés rapidement, presque trop et ses articles sont
parfois prolixes et confus. Mais la trés grandes richesses et la nouveauté des théories qu’il introduit font de lui l’'un
des plus grands mathématiciens de la fin du diz-neuviéme siécle et du début du vingtiéme. Il proposa des avancées
dans U'étude des équations différentielles et dans l'analyse complexe. Il fut l'un des pionniers de la topologie. Son
opposition a Cantor peut sembler paradozxale mais est corroborée par des positions plus philosophiques. On lui doit
également des résultats en théorie des nombres et en théorie des probabilités. Non seulement il maitrisait l’ensemble
des branches des mathématiques mais on lui doit aussi des travauxr en physique : des prémices de la théorie de la
relativité a la théorie quantique, il est également considéré en mécanique céleste comme le successeur de Laplace et
étudia le probléme a trois corps, la stabilité des anneaux de Saturne et lorigine des étoiles doubles. Il est élu en 1887
a l’Académie des Sciences dont il devient président en 1906. Fait plus rare parmi les scientifiques, il est aussi nommé
en 1908 da I’Académie Francaise. Ses ouvrages philosophiques de vulgarisation des sciences sont aussi réputés.

Lorsque I’Académie Francaise doit élire en 1908 un nouveau membre, Henri et Raymond Poincaré sont tous les deux
cités. Les académiciens de droite étant hostile aux opinions politiques de Raymond, font élire Henri en ayant l’idée
qu’une fois l'un des deuzx cousins €lus, il serait impensable qu’un autre membre de la méme famille puisse aussi siéger
a l’Académie. 1ls déchantérent rapidement, ’année suivante, Raymond fut élu...

Le demi-plan de Poincaré est un exemple d’espace en dimension 2 de géométrie non
euclidienne ot les plus courts chemins, appelés géodésiques, pour aller de A a B ne
sont plus toujours des droites mais aussi des arcs de cercle. Ici, la géométrie est dite
hyperbolique (d courbure négative au contraire de la sphére qui est d courbure positive)
et pour tout point extérieur d une géodésique il passe une infinité de géodésiques paral-
leles (qui n'intersectent pas) d la premiére. Ceci est faux dans le plan euclidien ou les
géodésiques sont des droites!

1l regut en 1889, le prix du roi Oscar de Norvége et de Suede, un passionné de mathématiques. Cependant alors
qu’il préparait le manuscrit de Poincaré avant son impression, le jeune mathématicien Phridgmen repére une erreur.
Poincaré dut rembourser les frais engagés qui étaient supérieurs de quelque mille couronnes a la récompense qu’il
venait de recevoir... A quelque chose malheur est bon, aprés de profonds remaniements, en lieu et place de démontrer
la stabilité mécanique du systéme solaire (I’objet de son mémoire initial), Poincaré jeta les bases de ce qui deviendra
la théorie du chaos!

Un mathématicien a passé des années a tenter de prouver I’hypothése de Riemann, en vain. Harassé, il passe un pacte
avec le diable lui cédant son ame en échange d’une démonstration. Le regard cupide, le diable lui promet en se frottant
les mains (ou les sabots allez savoir) de revenir dans quatre semaines avec une démonstration. Un mois, deux mois,
stz mois... s’écoulent sans que le diable ne revienne. Au septiéme mois, le diable refait surface d’un air trés sombre
et trés fatigué. « Notre contrat est non avenu, gronde-t-il, je n’ai pas réussi a prouver I’hypothése de Riemann non
plus. »

« Cependant ! » Son visage s’éclaire alors, « je pense que j’ai trouvé un lemme vraiment tres intéressant... »

Savez-vous ce qu’est un crétin sphérique ¢
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