Mathématiques PTSI, Chapitre XIV 2024-2025

Fiche de révisions : continuité et
dérivabilité

I Le cours
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Définir igr; f(x) = lorsque (a,1) € R2, (a,1) € R x {400}, (a,1) € {+o0} x R, (a,1) € {+00}>.
Enoncer le théoreme d’encadrement.

Enoncer le théoreme de convergence monotone.

Enoncer la caractérisation séquentielle de la limite.

Définir une fonction continue en a.

Enoncer la caractérisation séquentielle de la continuité.

Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Enoncer le théoréeme donnant I'image d’un intervalle...

Enoncer le théoréeme des bornes atteintes.

Enoncer le théoréeme de la bijection.

Définir une fonction dérivable en a.

. Définir une fonction €™.
. Enoncer la formule de Leibniz.
. Enoncer l'identité des accroissements finis.

. Enoncer le théoréme de prolongement €.

Les savoir-faire

Savoir appliquer la définition d’une limite.

Savoir montrer qu’une fonction est continue en montrant que ses limites a droite, a gauche et f(a) coincident.
Savoir montrer qu'une fonction est dérivable en calculant la limite du taux d’accroissement.

Savoir appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.

Savoir appliquer le théoréme de la bijection.

Savoir invoquer le théoréme d’encadrement ou de la convergence monotone pour montrer qu’'une limite existe.

Penser au théoreme des bornes atteintes pour montrer qu’une fonction est bornée ou admet un maximum ou
un minimum.

. Savoir calculer une dérivée n-ieme par la formule de Leibniz.

Savoir utiliser Iidentité des accroissements finis pour relier f a f’.
Savoir montrer qu'une fonction est lipschitzienne.

Savoir montrer qu’une fonction est €' par la définition ou par le théoréme de prolongement %*.

Les erreurs a éviter

Ne pas intervertir les quantificateurs V et 3. Lorsque dn a déja été utilisé, bien considéré que le 7 est fixé et ne
pas utiliser la méme variable par la suite.

Ne JAMAIS, JAMAIS, JAMALIS passer a la limite sur un morceau. JAMAIS!

TOUJOURS passer aux inégalités larges lorsque 'on passe a la limite.

Pour qu’une limite existe, si f(a) existe, bien vérifier que les limites & droite et & gauche coincident avec f(a).
Bien citer toutes les hypotheses et seulement les hypotheses nécessaires avant de citer un théoréme puis de
I’appliquer.

Il faut parfois définir une nouvelle fonction ¢ sur laquelle on applique le théoréme, ce n’est pas toujours avec la
fonction f de base qu’il faut travailler.

Ne pas confondre le TVI avec le théoréme de la bijection (et ne pas utiliser d’abréviation...)
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IV Les réponses du cours
1. SiaeRet !l eR, alors,

lim f(z) =1 & Ve>0,3dn>0,Vezela—na+n], |flz)-I<e.

r—a

Sia€Retl=+00, alors,

lim f(z) =1 & VM eR, In>0,Vz€la—na+n, f(z)=M.

r—a

Sia=-+o0etleR, alors,

lim f(z) =1 = Ve>0, JA€R, Vz € [4;+o0[, |f(z)—1]<e.

T—ra

Sia =400 et ] =400, alors,

lim f(x) =1 & VM eR, 3AeR, Vz € [A; 400, f(z)> M.

r—a

Définir 1i_r>n f(z) =1 lorsque (a,1) € R2, (a,1) € R x {+00}, (a,1) € {+o0} x R, (a,1) € {+o0}>.
r—ra
2. Soit @ € R, I un voisinage de a, f, g et h trois éléments de .% (I,R). On suppose que
o pour tout z € I, g(x) < f(x) < h(x),

o il existe | € R tel que lim g(z) = lim h(z) = 1.
T—ra

r—a

Alors on a également :lllg flz)=1.
3. Soient I un intervalle de R, a = inf I, b = sup I et f une fonction définie sur I. Si f est croissante sur I alors
deux cas sont possibles en b :
o f est majorée sur I alors f converge vers un réel fixé en b (et ce réel vaut sup,c; f(z)).
o f n’est pas majorée sur I et alors f diverge vers +oo en b.
De méme, deux cas sont possibles en a :
o f est minorée sur I alors f converge vers un réel fixé en a (et ce réel vaut inf,c; f(x)).
e f n’est pas minorée sur I et alors f diverge vers —co en a.

4. Soient @ € R, I un voisinage de a, f une fonction définie sur I et [ € R. On a I’équivalence suivante :

. - N .
:lllg flx)=1 = [V (un) € I, si (uy),cy converge vers a alors (f (up)), ey converge vers [.]

5. Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I et a € I. On dit que f est continue en a si et seulement si

lim f(z) existe et vaut f(a).

r—a
6. Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I et a € I.. On a I’équivalence suivante :

f est continue en a < [V (u,) € IN, si (un), oy converge vers a alors (f (un)), oy converge vers f(a).]

7. Soient (a,b) € R?, a < b, f une fonction définie sur [a;b] et y € R. Si
o f est continue sur [a;b],
o fla) <y < f(b)ou f(b) <y < f(a)
Alors,
de € [a; 0], y = f(c).
8. Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur I, alors J = f (I) est un intervalle.

9. Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes : soient (a,b) € R% a < b et f une
fonction continue sur le segment I = [a;b]. Alors

o f est bornée sur [a; b,
o et atteint ses bornes : il existe (a, 8) € I? tel que f (o) = m = inf,es f(z) et f(8) = M = sup,¢; f(z).
e Autrement dit f (I) = [m; M].

10. Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I. Si
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11.

12.

13.

14.

15.

e f est continue sur I,
o strictement monotone sur I,
alors
o J = f(I) est un intervalle « de la méme forme » que I (ex : [f(a); ilgi f(x)[ si I = [a;b] et f strictement
croissante)
e f définit une bijection de I dans J,
o [~ est continue sur J,
o f7! est strictement monotone sur J de méme monotonie que f.

Soient a € R, I un voisinage de a et f une fonction définie sur I. On dit que f est dérivable en « si et seulement
si

lim M existe dans R.
e a-

Soient n € N, a € R, I un voisinage de a et f une fonction définie sur I. On dit que f est ¥ en a si et seulement
si f est n fois dérivable en a et si f(™ est continue en a.

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions n fois dérivable sur I. Alors le produit fg est n fois dérivable

sur I et .
(n) _ T\ £k) ,(n—Fk)
(f9) E (k)f g -

k=0
Soient (a,b) € R?, a < b, f une fonction définie sur [a;b]. Si
e f est continue sur [a;b],
o f dérivable sur Ja;b].

Alors il existe ¢ € ]a; b] tel que
fO)—fla) _
e 0]
Soit I un intervalle de R, a € I et f une fonction définie sur I. Si
e f est continue sur I,
o fest€lsur I\ {a}

. 7 .
o lim f'(z) existe dans R.
r#a
Alors, f est €' en a.
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