Mathématiques PTSI, Chapitre 1T 2024-2025

Fiche de révisions : fonctions réelles

I Le cours
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. Définir un ensemble image et un ensemble image réciproque.

Comment obtient-on le graphe de g1 : ¢ — f(z)4+a? de gz — fla+a)?degs:x — af(x)? de g4 :
x— flax)?

Définir une fonction paire et une fonction impaire. Que dire de son graphe ?

Définir une fonction périodique.

Définir une fonction croissante/décroissante, strictement croissante/décroissante.

Définir une fonction majorée, minorée, bornée. Caractériser par la valeur absolue le fait qu'une fonction soit
bornée.

Définir une fonction continue en a.

8. Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

9. Définir une fonction dérivable en a. Quel est le lien entre continuité et dérivabilité ?

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Donner I'équation de la tangente.

Donner la dérivée n-iéme d’une combinaison linéaire de fonctions.

Définir un maximum/minimum global. Définir un maximum/minimum local.
Caractériser une fonction injective, surjective, bijective.

Enoncer le théoreme de la bijection.

Enoncer le théoreme de la dérivée de la réciproque.
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Les savoir-faire

Savoir donner le domaine de définition d’une fonction.

Savoir montrer qu'une fonction est continue en calculant lim f (x) et montrer que cela vaut f(a).
r#a

Savoir appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires et son corollaire.

Savoir montrer qu'une fonction est dérivable en calculant la limite de son taux d’accroissement.

Savoir calculer un domaine de dérivabilité et dériver une fonction.

Savoir établir un tableau de variations (domaine de définition, puis de dérivabilité, dérivée, signe de la dérivée puis
limites/valeurs aux bornes). En déduire les éventuels maximums, minimums locaux ou globaux. En déduire éga-
lement un ensemble image ou image réciproque. En déduire aussi si la fonction est injective/surjective/bijective.

7. Savoir montrer par caractérisation qu’une fonction est injective/surjective/bijective.

8. Savoir appliquer le théoreme de la bijection.

10.
11.
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Savoir calculer une fonction réciproque.
Savoir appliquer le théoréeme de la dérivée de la réciproque.

Savoir étudier une branche asymptotique.

Les erreurs a éviter

Tout élément x admet une unique image f(x). Tout élément y n’a pas forcément un antécédent ou peut en avoir
plusieurs.

f ([a; b]) n’est pas [f(a); f(b)] par exemple si f est la fonction carrée, f ([—1;2]) = [0;4].
Oublier le caractere centré de & pour la parité/imparité.

Oublier de parler de dérivabilité avant de dériver.

Faire une erreur de calcul en dérivant.

Etudier f'(z) =0 au lieu de f'(z) > 0 pour le tableau de variations.

Chercher les limites apres avoir écrit le tableau complet.

Oublier f'(z) # 0 dans le théoréme de dérivée de la réciproque.
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IV Les réponses du cours

1.

Soient U € & (R), f € # (U,R), ACU et BCR.
e L’image directe de A par f est

fA)={yeR[3zecd y=[f(x)}.
o L’image réciproque de B par f est

[T (B)={xeU] f(x)eB}.

. A partir du graphe de f, on obtient le graphe de

e g1 par une translation de vecteur a?.
e go par une translation de vecteur —ai.
o g3 par une dilatation/contraction verticale de coefficient a.
o g4 par une dilatation/contraction horizontale de coefficient %
Soient U C R, f € % (U,R).
La fonction f est paire si
e U est centré en 0,
e Vz eR, f(—z) = f(x).
Le graphe de f est alors symétrique par rapport & (Oy).
La fonction f est impaire si
e U est centré en 0,
o Yz €R, f(—zx)=—f(x).
Le graphe de f est alors symétrique par rapport & (0, 0).

. Soient U C R, f € # (U,R). La fonction f est périodique s'il existe T' € R* tel que

o VxeU,xz+TeU,
o VxeU, f(z+T)= f(z).

. Soient I un intervalle de R et f € % (I,R). On dit que f est croissante sur I si

V(zy)el?,  [x<y) = (flz)<fW)].
f est décroissante sur I si

V(zy)el?,  [z<y) = (flz)=fW)].
f est strictement croissante sur I si

Vizy) e,  [la<y) = (flx)<f@)]
f est strictement décroissante sur [ si

Viey) e, [la<y) = (fl2)>f)]

Soient U € & (R) et f € % (U,R). On a les définitions suivantes :

f est majorée sur U & IMeR, VzeU, fla)<M
f est minorée sur U = IJmeR, VzeU, m< f(z)
f est bornée sur U & I(m,M)eR* Vo cU, m< flz)<M
& IM eRy, Ve eU, |f(x) <M.

Soient a € R, I un voisinage de a, f € # (I,R). On a

f continue en a & lim f(x) existe et vaut f(a).
r—a

Soient (a,b) € R, a <bet f € .F ([a;b],R). Si f est continue sur [a;b] alors,

VA€ [fa); f()], Cou [f(b); f(a)]), Fe € [a;0],  flc) =A.

3



S
(“ Mathématiques PTSI, Chapitre 1T 2024-2025

9. Soient a € R, I un voisinage de a, f € % (I,R). On a
f est dérivable en a & %1_% W existe dans R.
r#a
En particulier
( f dérivable en a ) = ( f continue en a ).
10. Soient a € R, I un voisinage de a, f € F (I,R). Si f est dérivable en a, alors son graphe admet une tangente
d’équation :
y=f'(a)(x—a)+ f(a).
11. Soient n € N, I un intervalle de R, (f,g) € .Z (I,R)? et (A, ) € R2. Si f et g sont n-fois dérivables sur I, alors
A f+ g aussi et
A+ pg)™ =X + g™
12. Soient U C R, f € # (U,R), M € R, m € R. On dit que M est le maximum de f sur U si
o dxoge U, M = f(x0)
o VzeU, f(z) < M.
On dit que m est le minimum de f sur U si
o dxge U, m=f(x0)
e Yz eU, f(z) 2 M.
On dit que M est un maximum local de f si
o dxge U, M = f(x0)
o Je>0,Vz €lrg—c;x0+¢[NU, f(z) < M.
On dit que m est un minimum local de f sur U si
o dxge U, m= f(x)
e de>0,Vz€lzg—c;x0+e[NU, f(z) > M.
13. Soient U CR, VCRet f € % (U,V). On dit que
o f est injective sur U si et seulement si V (z,y) € U2, [(f(z) = f(v)) = (z =y))].
o f est surjective dans V si et seulement si Vy € V, Jxz € U, f(z) =y.
e f est une bijection de U dans V si et seulement si Vy € V, Alx € U, f(z) = y.
14. Soit I un intervalle de R et f € .% (I,R). Si
e f est continue sur I,
e f est strictement monotone sur
alors f définit une bijection de I dans J = f (I). De plus sa réciproque f~! est une bijection de J dans I,
continue et strictement monotone sur J (de méme monotonie que f).
15. Soient I un intervalle de R, f € % (I,R), J = f (I). On suppose que
o f est strictement monotone sur I,
e f est dérivable sur I,
o pour tout z € I, f'(z) #0,
alors f~! existe, est dérivable sur J et
1 1
Vo € J, f(x)= @)
Si et si et si de plus alors on a
zBIjI:loo f(x)=5b une asymptote horizontale d’équation y = b
ZEI:EOO EUT) =400 une branche parabolique de direction (Oy)
Jim f(w) = +oo i fgf) Cazo Jlim f(z) —az =0 | une branche parabolique de direction asymptotique y = ax
:EEI:EOC f)—az =10 une asymptote d’équation y = ax + b
.'L'HI:‘I:IOO (;) =0 une branche parabolique de direction (Ox)
}13}1 f(z) = £oo une asymptote verticale d’équation z = a
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