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Colle du 24/03 - Sujet 1
Dimension et séries

Question de cours. Démontrer le théorème de comparaison.

Exercice 1. Déterminer la nature de
∑

n∈N∗
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.

Exercice 2. Soient n ∈ N, a ∈ R et P0, . . . , Pn des polynômes de Rn[X] tels que pour tout k ∈ J0; nK, a est une
racine de multiplicité d’ordre k exactement de Pk. Montrer que B = (P0, . . . , Pn) est une base de Rn[X].
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Question de cours. Démontrer l’existence d’un supplémentaire en dimension finie.

Exercice 1. Dans Rn[X], on définit par récurrence T0 = 1, T1 = X et pour tout k ∈ J0; n−2K, Tn+2 = 2XTn+1 −Tn.
Montrer que (Tk)k∈J0;nK est une base de Rn[X].

Exercice 2. Soit
∑
n∈N

un une série à termes positifs.

1. On suppose que la suite (un)n∈N soit décroissante et que
∑
n∈N

√
unun+1 converge. En déduire que

∑
n∈N

un converge.

2. On suppose ici que
∑
n∈N

un converge. Démontrer que
∑
n∈N

√
unun+1 converge.
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Question de cours. Démontrer la caractérisation de la somme directe par la base adaptée.

Exercice 1. Soient F = S2 (R) et G = {M ∈ M2 (R) | tr (M) = 0}.
1. Déterminer la dimension de F et G.
2. Déterminer un supplémentaire commun à F et G.

Exercice 2. Soit
∑
n∈N

un une série convergente à termes strictement positifs. Pour tout n ∈ N, on pose vn = 1
un

.

Déterminer la nature de
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