
Colle de mathématiques PCSI 2024-2025

Colle du 29/01 - Sujet 1
Systèmes et continuité

Question de cours

1. Donner la définition de lim
x→+∞

arctan(x) = π

2 .

2. Montrer qu’un système à n équations et n inconnues homogène est de Cramer si et seulement s’il admet pour
unique solution le n-uplet (0, . . . , 0).

Exercice 1. Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe c ∈
[
0; 1

2
]

tel que
f(c) = f

(
c + 1

2
)
.

Exercice 2. Résoudre dans R3 le système (S) :


x + y + mz = m

x + my − z = 1
x + y − z = 1.
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Question de cours
1. Enoncer le théorème de la bijection.
2. Montrer que si f converge en a ∈ R alors f est bornée au voisinage de a.

Exercice 1. Soit f ∈ C ([0; 1]) telle que pour tout x ∈ [0; 1], f(x) ⩾ 0. On suppose qu’il existe x0 ∈ ]0; 1[ tel que

f (x0) > 0. Montrer que
∫ 1

0
f(t) dt > 0.

Exercice 2. Discuter suivant la valeur de λ ∈ R, les solutions du système (S) :


(1 − λ) x + y + z = 1
x + (1 − λ) y + z = −1
x + y + (1 − λ) z = 0
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Question de cours

1. Donner la définition de lim
x→0
x>0

1
x

= +∞.

2. Montrer que lim
x→+∞

√
x = +∞ à l’aide de la définition.

Exercice 1. Soit (S) :



2x + 2y + 2z + 2t = −4
−x − y − 3z − 4t = 8
4x + 4y + 6z + 7t = −14
x + y + z + t = −2
2x + 2y − t = 2.

1. Montrer qu’il existe une solution de la forme (−1, 0, 3, a), a ∈ R.
2. En déduire l’ensemble des solutions dans R4.

Exercice 2. On note 1Q la fonction définie par
R → R

x 7→
®

1 si x ∈ Q
0 sinon.

. Montrer que 1Q n’est continue en aucun

point.
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