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Programme de colles 05
Calcul de primitives et équations différentielles d’ordre 1

Quinzaine du 25 novembre au 06 décembre

Calcul d’intégrales et de primitives

1. Définition d’une primitive. En cas d’existence, description de I’ensemble des primitives.
2. Définition des fonctions de classe €.

3. Théoréme fondamental de I'analyse : existence d’une primitive F' de f : R — R ou C dans le cas continu (sans
démonstration) et unicité sous condition F(A) = a.

4. Corollaire [ f(t)dt = F(b) — F(a).

5. Propriétés de l'intégrale : inversion des bornes, linéarité, relation de Chasles, inégalité triangulaire. Dans le cas
des fonctions & valeurs dans R : croissance, positivité et séparation (intégrale nulle d’une fonction continue et
positive).

Intégrations par parties de deux fonctions €.

Formule de changement de variable.

Primitives usuelles.
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Intégration d’inverses de trindmes. Décomposition en éléments simples dans le cas de poles simples (sinon guider
la forme).

Equations différentielles d’ordre 1

Définition. Equation homogene associée.

Propriété de stabilité par combinaisons linéaires de ’espace homogéne.
Notation sous forme d’espace vectoriel Vect (f) ou Vect (f, g). Juste la notation.
Résolution de I’équation homogene.

Ensemble des solutions de I’équation non homogene a 1’aide d’une solution.
Principe de superposition.

Méthode de variation de la constante.

Probléme de Cauchy d’une équation différentielle d’ordre 1, existence et unicité.
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Probléme de raccord.

Questions de cours

1. Enoncé et démonstration de I'intégration par parties.

2. Enoncé et démonstration de ’ensemble des solutions d’une équation différentielle d’ordre 1 & ’aide des solutions
de I'équation homogene et d’une solution particuliere.

3. Méthode de variation de la constante.
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Démonstrations de cours

Soient, (a,b) € R2, a < b et (u,v) € € ([a;b] ,K)?, alors,

Démonstration. Soient (a,b) € R2, a < b et (u,v) € € ([a; b] ,K)?. Posons pour tout ¢ € [a;b], F(t) = u(t)v(t). La
fonction F est € sur [a;b] donc la fonctlon F est une primitive de la fonction F’ qui est continue sur [a;b]. Donc par
le corollaire du théoreme fondamental de 1’analyse,

b
[ P = FoiZ = vl

D’autre part, par dérivation du produit, on a

/abF’(t) dt = /ab (u x v) (t)dt

b
- / W (B0() + ul)' (1) dt

b b
= / o (t)o(t) dt + / u(t)v'(t) dt par linéarité de l'intégrale.
a a

Ainsi,

Conclusion,

_ )

Soient, I un intervalle de R, (a,b) € € (I,K)?,
(B) Voel, (@) +a@u) =ble)

On note . 'ensemble des solutions de (E), % I’ensemble des solutions de ’équation homogéne associée a (F).
On fixe y, € 7. Alors

L=y +S={yp+yol% <A}

\ J

Démonstration. Soit y une fonction dérivable sur I. Posons yo = y —y, i.e. y = y, +yo. La fonction yg est dérivable
sur I comme différence de fonctions qui le sont et I'on a les équivalences suivantes :

y solution de (FE) & Ve e l, Y'(x) + a(z)y(x) = b(x)
& Vael,  y (@) +y()+a@) (yp(z) + yo(x)) = bx)
& Veel,  y(x)+a(@)y,(z) +yo(x) + alz)yo(z) = b(x)
=b(x) car yp, €
& Voel,  b(x)+yh(@) + al@)yo(x) = b(x)
& Vo e, yo(z) + a(z)yo(z) =0
= Yo est solution de (Fy)
< ye{wptwlyweHl-
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Conclusion, on a bien,

’y:yp+y0:{yp+yo|y0€yo}~‘

Démo 3 (méthode de variation de la constante)
Démonstration. Soient I un intervalle de R, (a,b) € € (I,K)?,
(E) Vtel, y'(t) + a(t)y(t) = b(t).

On note . lensemble des solutions de (F) et # Pensemble des solutions de 1’équation homogene associée. Soit y

I - R
une fonction dérivable sur I et yy € % une solution qui ne s’annule pas sur I. Posons A : PERR0! qui est
yo(t)

bien définie car pour tout t € I, yo(t) # 0. Puisque yo € -7, alors yo est dérivable sur I et donc A aussi. Alors, on a

ye.s & vt €1, y'(t) + a(t)y(t) = b(t)

& vtel, Nyl +AOyhlt) +alt) At)yo(t) = b(t)

& vtel,  N®yo(t) + M) (yo(t) + a(t)yo(t)) = b(t)

& Vit el, N()yo(t) = b(t) car yo € S

= Vtel, N(t) = b(t) . car Vt € I, yo(t) #0

Yo(t)
La fonction t — ybo(—ft)) est continue sur I donc admet des primitives. Soit I" une primitive de ¢ — ;0(—(?). Alors,
yes & aC eK, VvVt e, At)=T(@)+C

s 3CeK Viel,  yt) = Oyo(t) = T(t)yo(t) + Cyo(t).

Conclusion,
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