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Correction du Devoir Maison 10
Intégration et probabilités

Du jeudi 22 mai

Probleme I - Intégrale de Gauss

+oo
On souhaite calculer intégrale de Gauss donnée par/ e dt.
0

Pour tout z € R, on pose

F Ry - R
x_t2
:B»—>/ e " dt.
0

On pose également pour tout n € N, W,, = / * cos™ (t) dt, appelée intégrale de Wallis.

us

0
1. Soit n € N. Pour tout ¢ € [O; g], on pose s = 5§ —tie t =5 —s. La fonction ¢t — 5 — ¢ est €' et
ds = —dt. Donc par ce changement de variable, on obtient
W, = [ cos” (t)dt
0
0

Conclusion,

On admet que la suite (W),),, oy vérifie
Wy o~ /0.
n——4o00 2n

2. Méthode 1 Soit (z,y) € (Ry)? tel que & < y. Alors, par la relation de Chasles,

y x y
F(y) = / e dt = / e dt + / e dt.
0 0 T

y
Or pour tout t € R, e >0eta< y. Donc par croissance de 'intégrale / et dt > 0. De plus

T

Yy
si / et dt = 0, puisque t — e~ est une fonction continue et positive sur [z;y] (non réduit a un
X
singleton car z < y), on en déduit par le théoréme de séparation de l'intégrale que pour tout ¢t € [z;y],

Y Y
e =0 ce qui est absurde. Donc / e " dt = 0 et donc / e dt > 0. Ainsi

T T

Fly) > /Ox e~ dt = F(a).
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Ceci étant vrai pour tout (z,y) € (Ry)?, on en déduit que

‘F est strictement croissante sur R .

Méthode 2. La fonction f : ¢ — e~ est continue sur R, et donc par le théoreme fondamental de
lanalyse, F' est 'unique primitive de f s’annulant en 0. En particulier F' est dérivable et F' = f et
donc F est €' sur R,. De plus

Ve € Ry, Fl(z)=f(z) =™ >0.

Conclusion,

‘la fonction F' est strictement croissante sur R .

2 _ . . P
¥ < e Donc, par croissance de I'intégrale, pour

r —t2 v —t -t -1 —x
/ e dté/ e dt:[—e ]tﬂ:e —e 7,
1 1 -

. On observe que pour tout t > 1, t2 >t et donc e~
tout = € [1; 4+o00],

Donc par la relation de Chasles,
1 2 z 2 1 2
F(x) :/ et dt+/ et dté/ e Udt+el—e®,
0 1 0

D’autre part, pour tout ¢t > 0, 0 < e~t*. Donc par croissance de l'intégrale, car x > 0,

0 < F(x).
Ainsi,
V€ [1;+o0], 0<F(a:)</01et2dt+e1—ez
En particulier
Vo € [1;400], 0< F(x) < /01 e dt et + indépendant de z.

Posons M; = fol e~ dt +e~!. On sait également (cf question 1) que F est continue sur Ry et donc
sur le segment [0; 1]. Or toute fonction continue sur un segment est bornée. Donc F' est bornée sur
[0; 1] : il existe en particulier une constante My € R tel que pour tout x € [0; 1],

De plus pour tout t > 0, e 2 > 0 donc par croissance de 'intégrale
Vz >0, F(z) > 0.
En posant M = max (M, M>), on obtient au bilan que
Ve € Ry, 0< F(z) < M.

Conclusion,

‘F est bornée sur R;. ‘

. Par ce qui précede, la fonction F' est croissante et majorée sur R;. Par le théoreme de la limite
monotone, on en déduit que F' admet une limite finie dans R en +o0o. Conclusion,

xT

lim F(z)= lim e~ dt existe dans R.
r—r+00 z—+00 Jq

On note alors
+oo 2 z 2
/ eV dt= lim et dt.
0

r—+00 Jo
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5. On pose pour tout u € |—1;+00[, g(u) = u — In (1 + u). Pour tout u € |—1;4oc0[,onau+1>0 et
donc g est bien définie sur |—1; +oo[. De plus g est dérivable sur |—1; +oo[ comme somme de deux
fonctions qui le sont et

1 _u
l+u 14w

Vu € ]—1; +o0f, gdu)=1

Pour tout u € ]—1;400[, on a 1 +u > 0 et donc pour tout u € ]—1;0[, ¢'(u) < 0 et pour tout
u € ]0; +00], ¢'(u) > 0. Enfin,

ugn_llg(u) = uli>n_11 u—In(l+u)=+o0 g(0) =0 ull}l_'l_loog(u) = ugr_{loou —In(1+u) = +o0.
par croissance comparée pour la derniere limite. Ainsi,
U -1 0 +0o0
g'(u) - 0 +
400 +00
0

On en déduit que pour tout u € |—1;4o00[, g(u) > 0 i.e. w —In (1 + u) > 0. Conclusion,

‘Vu6]71;+oo[,ln(1+u) <u.‘

6. Soit n € N*.

(a) Soit t € [0;4/n]. Alors —% € ]—1;0]. Donc 1 — % >0 et

(1 _ tQ)n _ enln(l—%)

n
Et par la question précédente, puisque u = —% €1]-1;0], In (1 — %) < —% et par croissance de
la fonction exponentielle,
2\ " 42
<]__t) gen( ):et2
n

Sit=0alors (1-£)" =0"=0<1=e" et linégalité reste vrai (NB : ici n # 0). Ainsi,

2\ M
vt € [0;v/n] (1t> <e .

n

Donc par croissance de 'intégrale, car 0 < y/n,

Conclusion,
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(b) Posons pour tout u € [0;5], t = ¢(u) = /ncos(u). La fonction ¢ est bien définie et méme €*

sur [0; g], de plus pour tout u € [0; %],
dt = ¢ (u) du = —y/nsin(u) du.

Enfin, ona u € [0; %} & te[0;4/n]ett = /ncos(u) & cos(u) = ﬁ < U = arccos (ﬁ) car

% € [0;1] et u € [0; 5] et n # 0. Donc par le changement de variable ¢ = \/n cos(u), on a

/0\/5 (1 — i)ndt = /go (1 — COSQ(’LL))n (—\/ﬁsin(u) du)

= \/ﬁ/oé (sinQ(u))nsin(u) du
= \/ﬁ/og sin?" " (u) du.

v 2"
/ (1 - i) At = /W 1.
0 n

En utilisant la question précédente, on conclut que

‘ VnWan 1 < F (Vn). ‘

Donc par la question

7. Soit n € N*.

(a)

Pour tout ¢ € [0;4/n], on a u = % € [0;1] C ]—1; 4o0o[. Donc par la question |5.f on a pour tout

t € [0;y/n]
t2 t2 t2 t2 t2
1n<1+)< = —<—1n<1+> = —t2<—nln<1+>
n n n n n
Par croissance de I'exponentielle puis de I'intégrale car \/n > 0,

t2 -n \/ﬁ \/ﬁ t2 -n
vie [0;vn], et < (1 + 7) = / e dt < / (1 + —) dt.
0 0

n n

Conclusion,

F(vn) < /ﬁ <1+7:)_ndt.

0

Pour tout u € [0; 5], posons t = ¢(u) = /ntan(u). La fonction ¢ est bien définie et méme ¢
sur [O; ﬂ C [0; g[ et pour tout u € [0; ﬂ

dt = ¢ (u) du = co;é?u)

De plusonau € [0;F] & ¢€[0;y/n] et t = /ntan(u) & u= arctan(
n # 0. Ainsi,
vn 2\ — N s 9 -n
/ <1+L> dt:/4<1+ntan(u)> vn du
0 n 0 n cos?(u)

= \/5/0’4’ (1 + tan®(u)) " !
- \/ﬁ/oi (cosi(u)>n cos;(u) du
= \/ﬁ/oZ cos?™(u) !

cos?(u)
= \/71/Z cos?™ 2 (u) du.
0

) car u € [0; ﬂ et

=5

du

cos?(u)

4/i0
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En utilisant la question précédente, on en déduit que

F (V) < Vi [ eo 2wy

C . . o ——
ce qui répond a la question en prenant | B = 1 et .

(c) Poursuivons. On a

VnWoy, o = \/ﬁ/i cos?2(u) du = /Z cos® 2 (u) du + /5 cos?™ = (u) du
0 0 z

s

Or pour tout u € [F; 5], cos?(™ D (u) > 0 et donc /5 cos?™ V) (u) du > 0. Ainsi,

jus

4

ViWan_o > / " cos2(u) du > F (v/n).
0

Conclusion,

F (vn) < VnWap_s.

8. D’apres ’énoncé, on a W, o /5~ Donc

m T NZS
W ~/ —_— ~ _— = —,
Vo o */ﬁ\/ 2(2n + 1) n—rtoo Vi =

s
Autrement dit ll)rf ViWap i1 = \QF Donc par passage a la limite sur le résultat de la question
n [e.9]

et par la caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que

+oo
/ e dt= lim F(\/ﬁ)>ﬁ.
0

n—-+oo 2

D’autre part, on a également

[ 7 [T 7
[/[/ n— ~ - Py R .
\/ﬁ In=2 n—+o0o \/ﬁ 2 (2n — 2) n——+o00 4 2

T
Donc lim +/nWap_o = \g A nouveau, par passage a la limite sur le résultat de la question et

n—-+00
par la caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que

+oo
/ e dt = lim F(\/ﬁ)gﬁ.
0

n—-+00 2

Par ces deux encadrements, on en déduit la valeur de l'intégrale de Gauss :

“+oo
/ et dt = ﬁ
0 2
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Probléme II - Probabilités

Soit n € N*. On remplit une urne avec 2n boules : n blanches et n noires. On vide I'urne en effectuant
successivement n tirages en piochant simultanément deux boules a chaque tirage. On note alors

Sy, : « pour une urne avec 2n boules, obtenir lors des n tirages

deux boules de couleur différente & chaque fois »
et pour tout k € [1;n],
Aj : « obtenir deux boules de couleur différente lors du k-iéme tirage. »

Enfin, pour tout n € N*, on note p, =P (5,).
Partie 1 : Tout ce qui peut arriver, finit toujours par arriver

1. Si n = 1, 'urne ne posséde que deux boules : 1 blanche et 1 noire et nous n’effectuons qu’un seul
tirage qui retourne cette unique boule blanche et cette unique boule noire. Donc

2. Soit n € N*. Pour obtenir que des boules de couleur distinctes a chaque tirage, il faut et il suffit que
ce soit le cas au premier tirage et au deuxieme etc ainsi qu’au n-ieme. Donc

Se= () Ar
ke[1;n]

3. Soit n € N*. On regarde S,,+1 sachant A; réalisé. Puisque 'on regarde S,,+1 c¢’est que I'on considere
une urne avec 2 (n + 1) = 2n + 2 boules. On suppose A; réalisé, nous avons donc obtenu deux boules
de couleur différente lors du premier tirage. Sachant cela, il nous reste alors 2(n + 1) — 2 = 2n boules
et I’on doit dans tous les tirages suivants obtenir deux boules de couleur différente. Par conséquent,

P (Sup1 | A1) =P(S,)|

4. Soit n € N*. On note que pour réaliser S, 1, il faut réaliser en premier lieu A; donc
Pr+1 =P (Sns1) =P (Snp1 N A1) =P (Sp1 [ Ar) P (A1)
Donc par la question précédente
Pry1 =P (Sn) P (A1) = pnlP (A1)

Or P(A4;) < 1. Donc
DPn+1 < Pn-

Ceci étant vrai pour tout n € N*. Conclusion,

La suite (pp),,cn- st décroissante.

5. En tant que probabilité, on a pour tout n € N*, p, > 0. Donc la suite (py), oy~ est minorée par
0. De plus par la question précédente, cette suite est décroissante. Conclusion, par le théoréme de
convergence monotone,

La suite (pn),,cy- converge.
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Partie 2 : Il n’y a que les deux premiers tirages qui cofitent

On fixen e N, n > 2.

6. Lors du premier tirage, on pioche simultanément deux boules parmi 2n (car toutes les boules sont
distinctes). Par conséquent, on a

2n . . . .
5 configurations possibles pour le premier tirage.

7. Pour obtenir deux boules de couleurs différentes lors du premier tirage, on choisit la boule blanche :
n choix puis la boule noire : n choix également. Donc le nombre de configurations retournant deux
boules de couleurs distinctes est de n?. Puisque chaque combinaison de deux boules parmi les 2n est
équiprobable, on en déduit que

n? n? n?
P(Al) - (Qn) = 2n)! = (2n)(2n—1) °
2 (2n—2)12! 2
Conclusion,
n
P(A;) = .
W) =5,

8. On a P(A;) # 0. De plus si A; est réalisé, alors on a 6té une boule noire et une boule blanche de
I'urne. Il nous reste donc n — 1 boules noires et n — 1 boules blanches. Dés lors piocher deux boules
de couleurs différentes vaut de méme qu’a la question précédente,

_ (-1 -1
P(Az] Ay) = )y 2n-1) -1
Conclusion,
n—1
[P(A2|A1)_2n_3

On introduit également les événements Bj : « obtenir deux boules blanches au premier tirage » et Ny :
« obtenir deux boules noires au premier tirage ».

9. on a (72‘) facons de piocher deux boules blanches au premier tirages parmi les (22”) configurations
possibles. Donc

_ (n) B n! (2n—-2)12 n(n-1) 2 _on-—1
P(B) = (22"‘) T =22 (2n)! 2 (2n)@2n—-1) 2@2n—-1)

De plus, si B; est réalisé, alors il nous reste n — 2 boules blanches et n boules noires. Alors il y a
toujours (2n2_ 2) configurations possibles au deuxiéme tirage (on note que puisque n > 2, 2n — 2 > 0).
Pour construire un tirage avec deux boules de couleurs différentes, on choisit une boule blanche : n—2
choix et une boule noire : n choix. Donc

(n—2)n 2(n—2)n (n—2)n

(A2 B1) (=% ~ (@n-2)2n-3) (n—1)(2n-3)

De méme, (par symétrie des hypothéses sur les couleurs)
n—1 (n—2)n
P(Ni)) = ——— P(Ay | Ny) = .

M) =55, =y ¢ BN =g—55 =3

Conclusion,
B ~ on—1 B B (n—2)n
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10. On observe que la famille (A1, By, V1) forme un systéme complet d’événements (incompatibles). Donc
par la formule des probabilités totales :

P(A2) =P(A2 [ A1) P (A1) + P (A2 | B1)P(B1) + P (A2 [ N1)P (V).
Donc par les questions précédentes,

n—1 n (n—2)n n—1 (n—2)n n—1

P = i T oD@ -92@n -1 - D@n-3)2@n-1)
_ (n—1)n 49 n—=2)n(n—1)
(2n—3)(2n —1) (n—=1)(2n—-3)2(2n—1)
_ (n—1)n n (n—2)n
2n—-3)(2n—1) (2n-3)(2n—1)
~nn—14n-2)
(2 —-3)(2n—1)
n(2n — 3)
(2n—-3)(2n—1)
T o1
Conclusion,
Plde) =5 =7

11. On sait que A;j et Ay sont indépendants si et seulement si P (Ag | A1) = P (A2). A laide des questions
précédentes, on a les équivalences suivantes :

A1 et Ay sont indépendants & 27:1__13 = 2nn_ T
& (n—1)(2n—1) =n(2n—3) car n > 2
& 27 -3n+1=2n"-3n
& 1=0.

La derniére assertion étant impossible, on conclut que

‘Les évenements Ay et As ne sont pas indépendants.

12. On cherche P (le | ng) OnalP (/TQ) # 0. Puisque IP’A—2 est une probabilité, on commence par noter

que
P (A | &) =1-P (4| &)

Or P(A;) # 0, donc par la formule de Bayes, on a
P (Ay | Ay) P (A) _ [ =P (A | A1)]P(A)
P (As) 1-P(Ay)

P(AL]A) =

Donc par les questions précédentes,

. -5l en-3-n+Dn (n—2)n
P& = o g i@n-1-n -9 -1

Par suite,
IP(A7|A7)—1— (n—2)n _2n2—5n+3—n2+2n_ n®>—3n+3
)T T on=3)(n—1) @n-3)(n—-1)  (2n-3)(n—1)

On note que le discriminant du numérateur est négatif et donc Uexpression n’est pas factorisable.

Conclusion,

n?—3n+3
(2n—3)(n—1)

8/10
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Partie 3 : Y’a toujours une partie plus diff... rigolote!

Pour n € N*| on considére 'urne remplie avec 2n boules. Dans ce cas, pour tout k& € [1;n], on pose

Cr, = [ A4;. On pourra observer C, = S, mais que Cp_1 # Sn_1, car pour Cn_1 l'urne contient 2n
i€[1;k]
boules tandis que pour S,_1 l'urne en contient que 2n — 2).

13. Soit k € [2;n]. On suppose que Cj_1 est réalisé i.e. a chaque tirage entre 1 et k— 1, nous avons tiré une
boule blanche et une boule noire. Donc & I’étape k, il nous reste n — k + 1 boules blanches et n — k + 1
boules noires. Alors le nombre de tirages possibles a ’étape k est de (2(”_2’”1)) = (2"_2k+2)2(2”_2k+1) =
(n—k+1)(2n — 2k 4+ 1). Tandis que pour obtenir Ay, il nous faut tirer une boule blanche : n — k+1
choix et une boule noire : n — k + 1 choix et donc (n — k + 1)2 choix pour obtenir Aj. Ainsi, chaque

tirage de couple étant équiprobable, on obtient

(n—k+1)> n—k+1
P(A; | Cr_1) = - '
(Ak | Ck-1) n—k+1)2n—2k+1) 2n—-2k+1
Conclusion,
Vhelnl,  P(A|Biy)= it
et FUER T o =2k 41
14. On a n n
[T @2k) =2"[] k& = n'2".
k=1 k=1
De plus,

p =
k=1 1<p<2n H p H(2k,)

Donc par ce qui précede,

Conclusion,

15. Par la question [2., on a p, = P(S,) =P (41 N---NA4,). Par la formule des probabilités composées,
ona

Pn :]P(An ‘ Alﬂ-'-ﬂAnfl) XP(AH,1 |A1ﬂ"-ﬂAn,2) X -e XP(Al)
:P(An ‘ Cnfl) XP(An,1 | Cn,Q) Xoeee XP(Al)
Donc par la question [13.] on obtient que

_ n—n+1 " n—(n-—1)+1 ‘o n—2+1
T 2n—-2n+1" 2n—-2(n—1)+1 2n—2x2+1

P (A1)

Pn

2 —1
:1><§><-..><2n 32n1 par la question [7]
n — n —
n!
I 2k - 1)
12 on
- (722) )! par la question précédente.
n).
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D’autre part, on a
2n 2" (2n —n)n! (n)?2n

Cry @)t ()

n

Conclusion,
27’1
Pn = 73
(o)
16. Par la question précédente, on a
~ (n)?2n
Pn = o0

Orn! ~ n"2rne " et donc (2n) (2n)?™ /4w e=2". Donc par quotient,

' ~Y
n—-+o0o n—-+o0o

n® (2rn)e 22" nP"(2mn) 2" /mn
P o (2n)*" VArne=2n 22?2y /mn 20

Conclusion,

VTN . p .
~ et donc par croissance comparée lim p, =0]|
n—+oo 2N n—-+o0o

10/]10;



