Mathématiques PTSI, DM11 Cor 2024-2025

Correction du Devoir Maison 9
Représentation matricielle, variables
aléatoires

Du jeudi 12 juin

Exercice I - Représentation matricielle

On se propose d’étudier sur C3[X] l'application suivante :

f P= ZakaHf Zag kX
On note € = (1,X, XQ,X?’) la base canonique de C3[X].
Partie 1 : Prenons 'auto

3
1. Par définition, pour tout P = Zaka € C3[X],ona f(P Zag R X* € C3[X]. Donc f va
k=0 k=0

3
bien de C3[X] dans C3[X]. Montrons que f est linéaire. Soient (\, ) € C2, P = Z arX* € C3[X],
k=0

3 3
Q=) bX" € C3]X]. Posons R=Y_ ¢ X* = AP+ pQ. Dés lors,
k=0 k=0

3

3 3 3
chXk:R:)\P+MQ:)\Zaka+quka = Z()\ak—f—ubk)Xk
_ k=0 k=0 k=0

Donc par unicité des coefficients d’un polynéme, pour tout k € [0; 3], cx = Aay + uby. Par suite,

3 3
263 pXF = Z()\a3—k+ub3—k)Xk =AY ag g XF+ Y by XF =X (P)+uf(Q).

k=0 k=0 k=0

Conclusion,

‘L’application f est un endomorphisme de C3[X]. ‘

3
2. Soit P = Z ar X" € C3[X]. On a les équivalences suivantes :
k=0

P € Ker (f) = f (P) = 0((;3[)(]
3
= Zag_ka =0

& Vk € [0;3], as_r =0 par unicité des coefficients

i

ag=as=a; =ayg=0
= PZO(Cg[X]-

Donc Ker (f) = {Oc,[x)} et f est donc injective. Or f est un endomorphisme de C3[X] et C3[X] est
de dimension finie, donc f est bijective. Conclusion,

‘L’application f est un automorphisme de C3[X]. ‘

Il est facile de vérifier que f o f = Idc,[x] on sait méme de plus que f~t=r.
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3. On note que 1 = Z%:o apX®, avec ag = 1 et a1 = ag = az = 0. Donc
3
F) =3 a3k X" = a3+ aaX + a1 X* + apX® = X*.
k=0
0
Donc maty (f (1)) = 8 . De la méme facon, on a
1
fX)=x% f(xX)=x, fx*)=1
Par conséquent,
00 01
0010
_ _ _ 3 y2 _
A = maty (f) = maty (f (¢)) = maty (X7, X*, X, 1) = 010 0
1 0 00
Conclusion,
00 01
0010
A=mate (f)=1{ o 1 ¢ o
1 0 00
Partie 2 : L’art de transformer une antidiagonale en diagonale
4. Soit P = (X — 1) (X —2). Alors,
P=(X—-1)(X*-4X +4) = X’ —4X* +4X - X’ +4X —4= X" - 5X* + 8X — 4.

Donc,
—4
8
U = maty (P) = _5
1
Des lors,
0001 —4 1
0010 8 =5
Y = maty (f (P)) = AU = 0100 5 | 8
1000 1 —4
Conclusion,
1
-5
Y=1g
4
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€1
5. Soit U = ? € C*. On a les équivalences suivantes :
3
T4
UGKGI"(A—I4) = (A—I4)U:0C4
—1 0 1 T
0 -1 1 0 ) .
< 0 1 -1 0 | |a| =0
1 0 0 -1 x4
—T1+ 24
=4 ~T2 o = 0@4
o — X3
L Z1 — 24
—x1+x4=0
=
—x9+x3=0
{934 =1
54
T3 = X9
€1
s U= |"
€2
€1
Conclusion,
1 0
Ker (A — 1) = Vect 8 , 1
1 0

6. On sait que Ker (A — I4) = Vect

_ o O =

0
, i et A — I = maty (f — Id(Cg[X])~ Ainsi,
0

Ker (f — Idg,[x]) = Vect (X* +1, X + X?).

Posons %, = (X3 +1,X%2+ X). Par ce qui précede, #; engendre Ker (f — Idcg[)q). De plus % est
constituée de deux vecteurs non colinéaires donc %, est libre. Conclusion,

B = (X3 +1, X2 +X) est une base de Ker (f —Idc3[X}).

1 0
1
7. On sait que % = 8 1 engendre Ker (A — I4) et est constituée de deux vecteurs non

1 0

colinéaires donc ] est une base de Ker (A — I). Donc dim (Ker (A — I)) = Card (#]) = 2. Donc
par le théoreme du rang,

rg (A — Iy) = dim ((C4) —dim (Ker(A— 1)) =4—-2=2.
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8. On a
-1 0 0 1
0 -1 1 0
Im (A — 1) = Vect ol 11121l 1o
1 0 0 -1
1 0
Donc %1 = 8 , _11 est une famille de vecteurs de Im (A — I4). Or ces vecteurs sont non-
-1 0

colinéaires. Donc #; est libre. De plus Card (%) = 2 = rg (A — I4) = dim (Im (A — I)). Donc %;
est une base de Im (A — I). Conclusion,

Im (A — I4) = Vect

Puisque A — I = maty (f — Idg,x]), on a

Ch + —C
3 2 3 2 1 1
Im (f —Idg,[y]) = Vect (1 — X°, X — X?) = Vect (X° -1, X* - X), Co e —Ch
9. On a les opérations élémentaires suivantes sur les lignes :
1 0 0 1 10 01
. 01 10 01 10 L3y <+ L3— Lo
AtL=1g110)%{000 0 Ly Li—L;
1 0 01 0 00O
=N
Des lors, Ker (A + 1) = Ker (N).
z1
Soit U = € C* on a
3
T4
1 0 0 1 I
_ 01 10 To
UEKGI“(A—I—I4) = (A+I4)U—0c4 = 0110 2
1 0 01 Ty
r1+x4=0
o+ 1x3=0
54
To+x3=0
\$1+$4:0
r1+x4=0
54
x2+x3:0
{x4:—x1
=
Tr3 = —XT9
I
s U=|"
—1
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Conclusion,

1 0

0 1

Ker (A + I4) = Vect ol -1

-1 0

Par la question précédente, on obtient que

Cl — —Cl

Ker (f 4+ Idc,(x]) = Vect (1 — X3 X — X?) = Vect (X* -1, X% - X), Co e O
2 —U2

Posons %, = (X 3_1,X2-X ) Par ce qui précede, Ao engendre Ker ( J+Idey X]). De plus % est
constituée de deux vecteurs non colinéaires donc %, est libre. Conclusion,

By = (X3 —1,X% - X) est une base de Ker (f+Id(CS[X}).

Posons # = %, U %, = (X? +1, X%+ X, X3 - 1,X? — X) et P =maty (%). On a

10 -1 0
01 0 -1
P= 01 0 1
10 1 0
Par opérations élémentaires, on a
10 00
0100 C3 Gt
P) = 2
Py =gl 5 1 g Cy + ©3G
1 010
10 00
— 01 0O C1<—Cl—03
~%loo0o01 Cy+ Cy—Cy
0 010
=rg (14) Cs < Cy
=4.
Conclusion,
rg (P) = 4.

Puisque rg (P) =4 et P € .#, (C), on en déduit que P = maty (A) est inversible. Or P = maty (£).
Conclusion,

‘,@ est une base de C3[X]. ‘

De plus, par ce qui précede, #; est une base de Ker ( J—Idgy X}) et P est une base Ker ( f+1dey X])
et B = $B1 U Ay est une base de C3[X]|. Conclusion, par le théoreme de la base adaptée :

Les espaces Ker ( J —Idgy X]) et Ker ( J+ Idey X}) sont supplémentaires dans Cs[X].

(Question incontournable) Notons

61:X3+1,62:X2+X,632X3—1,64:X2—X.
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Alors, %) = (e1,e2), $2 = (e3,e4). En particulier, e; € Ker (f — Id(CS[X]) donc

Ocyix] = (f —Idgyx)) (e1) = f (e1) —ex & fler) =er

Donc

mat (f (€1)) =

o O O

De méme, ey € Ker (f — Id(c3[X]) donc f (e2) = ey. Puis eg € Ker (f + Idc3[X]) donc f (e3) +e3 =0
i.e. f(e3) = —e3 et enfin ey € Ker (f + Ing[X]) donc f (e4) = —ey. Conclusion,

1 0 0 0
01 0 O
D=mats(f)=1 o ¢ -1 o
00 0 -1
Partie 3 : Je gere si j’ai g avant d’étre agé
Soit
0 1 0 -1
13 2 3 2
B=510 -1 0 1
3 -2 3 -2

On pose g 'endomorphisme de C3[X] tel que B = matg (g).

16. On sait que P = maty (£). On effectue alors les opérations élémentaires

10 -1 0 10 00
01 0 -1 0100
P=10o1 0 1 L=10010
10 1 0 0 0 01
10 -1 0 2 0 00
01 0 -1 Ly Lale 1[0 2 00
2zl 00 0 1 Ly« Lazh 22 0 -1 10
00 1 O -1 0 01
10 -1 0 2 0 00
01 0 -1 1 0O 2 00
200 1 o Ls & L 22| -1 0 01
00 0 1 0 -1 10
0 01
I L1+ L1+ L3 1 1 1 0
P Ly Lo+ Ly 72\ -1 0 01
0 -1 10
On retrouve bien que P est inversible et on obtient que
1 0 01
1 0 1 1 0
_ p-1 _
maty (¢) =P " = 1 0 0 1
0 -1 10
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17. Avec les notations précédentes, on observe que e; = X2 + X est le second vecteur de la famille 4.
Donc on sait par définition de g que maty (g (e2)) est la deuxiéme colonne de B :

1
112
matg (g (e2)) = 5 |
-2
Par conséquent,
1 1 X?+1 X3 -1
g(X2+X):g(eg)zﬁel+eg—§e3—e4: 5 + X2+ X — 5 —(XQ—X):2X+1.
Conclusion,

g(X?+X)=2X+1

18. Commengons par calculer Im (B). Les opérations élémentaires ne modifient pas espace engendré.

Donc
0 1 0 -1
113 11 2 113 11 2
Im(B) —Vect 5 0 72 71 75 0 75 1
3 -2 3 -2
0] [17 [0] [-1 Cr+ 24
= Vect 1 2 1 Cy ¢ 20y
B ol [=1| |o]| |1 Cs + 2C5
|1 -2 [1 —2 Cy 20y
(17 [0] [-1]
2 1
= Vect Sl lol 1 C1 =03
—2| [1] |—2]
(17 [0] [O]
B 21 |1 1 Cy + S1C1
=Veet |yl fol ] o Cy = Cs
|—2] |1] |[—1]
(17 0] [O]
2 1 0 Co—C
= Vect 1 ol Lo C3 + C25C
-2 [1] |1]
17 [0] [O]
. 2 1 0 C1 + C1 +2C5
= Vect —-11710]710 02 — 02 — 03
| 0] |0] |1]
F11 ol ro
0 1 0
= Vect _1l7 1ol 1o 01%01—202 .
| 0] |0] |1]

Des lors, puisque B = maty (g), en notant toujours & = (e, o, €3, €4),

Im (g) = Vect (e1 — e3, e2,€4)
= Vect (X +1—(X°-1),X*+ X, X* - X)
= Vect (2, X* + X, X* — X) .

/7
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19.

Or les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré. Donc

Cy«+ iC
2 2 1 1
Im (g) = Vect (1,X +X,X) Oy %,2_503
= Vect (1,X,X2) Cy+ Cy—Cy .

On reconnait alors la base canonique de C3[X]. Conclusion,

[Tm (9) = Ca[X].|

Meéthode 1 : bien meilleure ! Par la question précédente, on a rg (¢) = dim (Im (g)) = dim (Co[X]) = 3.
Donc par le théoréme du rang, on a

dim (Ker (¢g)) = dim (C3[X]) —rg(g9) =4 -3 =1.

Ainsi, Ker (g) est une droite vectoriel i.e. engendré par un vecteur non nul. Il nous suffit donc de trouver

un vecteur non nul de Ker (¢g). Or, on remarque que dans B les colonnes 1 et 3 sont identiques. Donc
1
1] € Ker (B). Autrement dit, e; —e3 = X*+1— (X3 — 1) = 2 € Ker (g). Donc Vect (1) C Ker (g)
0

et dim (Vect (1)) = 1 = dim (Ker (g)). Conclusion,

‘Ker (9) = Vect (1). ‘

z1
Méthode 2. Pour les bruto-calculophiles : commengons par calculer Ker (B). Soit U = ? € C* On
3
T4
a les équivalences suivantes :
0 1 0 —1 T
13 2 3 2 o
U S Ker (B) = 5 0 -1 0 1 T3 = 0([:4
3 -2 3 -2 x4
To—x4 =0
o 3r1 4+ 2x0 + 3x3 + 224 =0
—2xo+x4=0
31‘1 — 21‘2 + 31‘3 — 2£L‘4 =0
3x1 + 222 + 3x3 + 224 =0
& —2o+x4=0 L1:—L3
3r1 — 2x0 + 3x3 — 224 =0
3r1 4+ 2x0 + 3x3 + 224 =0
= —z9+x4=0 Ly <+ Ls—14
—4:1,‘2 — 4:134 =0
3r1 + 220+ 3x3 + 224 =0
=4 —x9+x4 =0 L3+ —4Lo .
—8xy =0
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Donc

U € Ker (B)

Donc

31 = —3xr3ie 1 = —x3
o = 0
4 =0

-1

0
Ker (B) = Vect 1

0

Des lors, puisque B = maty (g), on obtient que

Ker (g) = Vect (—e1 + e3) = Vect (— (X® + 1) + X* — 1) = Vect (—2) = Vect (1).

Conclusion,

‘Ker (9) = Vect (1). ‘

Franchement tout ¢a pour ¢a, vive la méthode 1!

20. Soit N = maty (g). Par la formule de changement de base, et les questions précédentes,

1
N =PBP ' = P5

Conclusion,

21. Soit Q = ag + a1 X + asX? + a3 X3. Alors U = maty (Q) =

maty (g (Q))

0 1 0 -1 1 0 0 1
3 2 3 2 1 0 1 10
0 -1 0 1 2 -1 0 0 1
3 -2 3 -2 0O -1 1 0
1 0 -1 O 0 2 0 O
71 01 0 -1 0 O 4 6
4101 0 1 0 -2 0 0
1 0 1 0 0 —4 6
1 0 -1 0 0 0 O
_1 01 0 -1 0 2 3
2101 0 1 0 -1 0 0
1 0 1 0 0o 0 -2 3
0 2 0O
_1 0 0 40
2100 0 6
00 0 O
01 0O
0 0 2 0
N = 0 0 0 3
0 00O
ap
Zl . Donc par la question précédente,
2
as
01 00 aq aj
_ (0 0 20 ar| _ |2a2
= NU= 0 0 0 3 a9 - 3(13
00 0 O as 0
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Ainsi,
g(Q) = a1 + 2a2X + 3a3X? = Q'

Ceci étant vrai pour tout @ € C3[X], on conclut

’L’application g est la dérivation sur C3[X]. ‘

Probléme II - Variables aléatoires

Un secrétaire doit joindre N personnes.
o Le premier jour il appelle ces N personnes, chacune ayant une probabilité p €]0; 1] de répondre (et
cette probabilité est indépendante des autres appels). On note alors X; le nombre de personnes qui
ont répondu.

o Le deuxiéme jour, le secrétaire rappelle tous ceux qui n’ont pas répondu a son premier appel (mais ne
rappelle pas ceux qui ont déja répondu & son appel le premier jour). On suppose que chaque personne
appelée présente toujours une probabilité p de répondre. On note alors Xo le nombre de personnes
qui ont répondu durant cette deuxiéme journée.

o Le secrétaire est tenace et rappelle le troisiéme jour tous ceux qui n’ont pas répondu les deux jours
précédents et ainsi de suite...

o Il rappelle donc le jour n tous ceux qui n’ont pas répondu les n — 1 jours précédents. Chacune de ces
personnes a toujours une probabilité p de répondre a cet n-ieme appel. On note alors X, le nombre
de personnes ayant répondu durant le jour n.

Pour tout n € N*, on note également Z,, le nombre TOTAL de personnes qui ont répondu durant les n
premiers jours.

Partie 1 : ca commence par étre en bindme avant de finir conjoints
1. (a) Comme la variable aléatoire X; compte le nombre de succes aprés N appels. X; est donc la
somme de

e N épreuves de Bernoulli
e de méme parametre

e indépendantes.

Conclusion,

‘XlN'@(Nap)‘

(b) On récite le cours,

(X1 (@ =[0:N[. EX)=Np, V(X1)=Np(l-p),|

et sa fonction génératrice est donnée par

Vi €R, Gx, (1) = (1—p+pt)".]

2. (a) Sachant que X; = ¢ (i.e. i personnes ont répondu le premier jour) et que le secrétaire ne rappelle
au deuxieme jour que les personnes n’ayant pas répondu le premier jour, il sera amené a rappeler
N — i personnes le deuxiéme jour.
Comme X5 désigne le nombre de personnes ayant répondu au deuxieme jour, il vient que :

I'univers image de X9 sachant X; =i est [0, N — z]]‘

10/17]
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(b) Sachant que X; = i, la variable aléatoire Xy compte le nombre de succes (personnes répondant a
Pappel) aprés N —i répétitions indépendantes d’'une méme épreuve de Bernoulli (N appels),
il vient que la loi conditionnelle de X5 sachant X; = i est la loi binomiale de parametres N — ¢
et p, a savoir B(N — i,p).
On en déduit alors que pour tout j € [0, N] :

(TP =N sije[0,N —i]
0. sinon

]P’(ngj]Xlzi):{

(c) Posons Z = (X1, X2). La loi conjointe P(x, x,) de Z est déterminée par la donnée de :
¢ | Z(Q) = X1(Q) x X2(2) = [0,N]*|;
e puis, pour tout (4, 4) € [0, N]?, on a :
P(Z = (i,7)) =P((X1 =) N (X2 = j))
=P(X;=9)P(Xo=j | X1 =1)

(NP Q=) ()P A =p)N T sije [0,N 1]

0 sinon.

Conclusion,

(V) (VTHp (= )N si e [0,N — ]

0 sinon

Partie 2 : N’espérez pas trop vite prendre votre indépendance
On suppose dans cette partie que N = 2 et que p = %

3. Sachant que j =1 € [0, N —i] = [0,2 — 1], on obtient avec la formule précédemment établie que :

2\ [(2-1 1 1 1 1 1

Conclusion,

1
P(Xi=1X=1)=.

De méme pour les autres valeurs, on obtient alors le tableau suivant :

X Xy 1 2
2

1 1 4

- R

1 5| w | 0

2 =1 0o

4. La loi Py, de X2 est entierement déterminée par la donnée de X5(€2) = {0,1,2}. De plus, la famille
(X1 = i)ie[[o;Q}] forme un systeme complet d’évenements. Donc par la formule des probabilités totales,
on a les égalités entre réels suivantes :

1 4
16 16 16
_9
16

11/17
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6.

P(Xy=1)=P((Xs=1)N (X1 =0) +P((Xs =1)N (X1 = 1)) + P((X2 = 1) N (X1 = 2))

16 16
_6
16’

Et
P(X, =2)=P((X2 =2)N (X1 =0)) +P((X2 =2) N (X1 = 1)) + P((X2 = 2) N (X1 = 2))

1

= — 40+0
TRk
1

16°

La loi marginale de X5 est donc donnée par (on somme chaque ligne du tableau précédent)

k 0 1 2
PX2=k) | 15 | 15 | 3
On remarque que :
1

D’autre part, par la question précédente, P (Xo =0) = 16 D’autre part, par la question X ~
P (N,p) =% (2,3) et donc P(X; =0) = ()i0 Ly =1 Ainsi,

I
P (X5 = 0) x P(X) = 0) = — x ;é% P((X2 = 0) N (X, = 0)).

p—
=|©
| =

Conclusion,

‘X 1 et X9 ne sont pas indépendantes. ‘

— (Calcul de Uespérance de X3)
On a les égalités entre réels suivantes :

E(Xo)= > aP(Xy =)

EE€EX2(Q)
2
= kP(Xy=k)
k=0
9 6 1 8 1
C0X b lX 42X = o
B TR TR TR T

— (Calcul de la variance de Xo)
Par la formule de Koenig-Huygens,

V(X2) =E (X3) - E(X2)*.

Par le théoreme de transfert et la question précédente,

2
1
Q)ZZI.ﬂm(Xz:k)—Z
k=0
9 6 11
ol x — 44w — =
O TR T TR

0
_3
-

12/]17
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— (Calcul de la fonction génératrice)
Par définition et la question précédente,

2 2
946t +t¢
VER,  Gx(t) =S tP(Xy=k) = 2t
16
k=0
Conclusion,

1 3 9+ 6t + 12
E(X?) = BY V(Xs2) = 3 Vt e R, Gx,(t) = %

Partie 3 : Le démon se cache dans le parametre

On revient au cas général, o N est un entier naturel non nul quelconque et p un réel entre |0; 1].

7. (a) Par définition de Z,, c’est le nombre total de personnes qui ont répondu durant les jours 1 a n
et donc la somme sur k£ des personnes qui ont répondu le jour k. Il vient directement :

n
Zn = X
k=1

(b) 11 est possible que malgré les N appels du secrétaire, personne ne lui réponde. Dans ce cas,
Z, = 0. Il est aussi possible que durant les n appels tout le monde ait répondu (y compris il est
possible que tout le monde ait répondu des le premier jour). Ainsi,

20 (9) = [051].

(c) Pfff toujours les mémes questions. Puisque les X; ne sont pas indépendantes (ni méme a priori de

méme parametre), ‘ﬂ n’est pas possible de conclure directement que Z,, suit un loi binomiale |

8. (a) Onm observe que (Z, =0) = (X1 =0,...,X, =0). Par la formule des probabilités composées,

P(Z,=0)=P(X,=0]|X;=---=X,-1=0)
><]P’(Xn_1:O\X1:~-: n_QZO)
Xoeee XP(X2:0|X1 :O)P(Xl :0).
Sachant (X; =--- = X,—1 = 0) réalisé, aucune personne n’a répondu durant les n — 1 premiers
jours. Le (pauvre) secrétaire est donc obligé de rappeler tout le monde le jour n. On observe
alors que sachant (X; =--- = X,,_1 = 0) réalisé, la loi de X,, est une binomiale de parametre
(N,p). Ainsi,
_ _ _ oy [NV o N _ N
P(Xn=0[X1=-=Xp1=0)=|  JpA-p)" =10-p)".

De méme pour les autres probabilités y compris P (X; = 0) = (1 — p)”, on obtient

P(Z,=0)=(1-p" x---x(1=p)" =1-p"",

n fois

Conclusion,
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(b) Sachant que p €]0, 1[, il vient que (1 —p)" €]0,1[. Ainsi, par convergence d’une suite géométrique
de raison de module strictement inférieur a 1, il vient que :

lim P(Z, =0)=0.

n—-+o0o

9. Soit (i,;) € [0, N]?. On a les égalités entre réels suivantes :

Conclusion,

N—3\, j—i —q .. .
P(Zgzjzlzwz{ ()P (L =p)™7 st >
0 sinon

10. Sachant que la famille ({Z1 = i});cpo,n] forme un systéme complet d’évenements, la formule des
probabilités totales permet d’écrire les égalités entre réels suivantes pour tout j € [0, N] :

N
P(Z=j) = Y PB(Zi=iP(Z=j| 7 =i)

P(X1 = )P(Ze=j | Z1 =)

=0
N
>
=0
J
>
=0

Conclusion : Vj € [0, N], P(Zy = j) = p/ (1 — p)*N 7% zjj (N) (N _.i) (1—p)y.

=0

11. On a les égalités entre entiers naturels suivantes :

(]JV:Z) (]27) B <N(71\il)ij)! X i!(]]\yii)! B N! N
() _J! —GUN — )

(2

7!

Conclusion :
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12. On a les égalités entre réels suivantes pour tout j € [0, N :

P 2]2(%1)(7)(1—;9)”
el

N

j)pf V2 ((1  p) + 1)

bmome
de Newton

(
(
- (7 ) P (1L~ p))
()
- ()

p) (1 =p(2-p)N

=2
v

Ainsi, Z5(Q) =[0,N] et Vj € [0; N], P(Z2 = j) = (N)pé(l — po)V 79, autrement dit :
J

‘ZQN’%)(NvPQ)"

Partie 4 : Notre bien aimé Tcheby

On admet que pour tout n € N*, E(Z,,) = Np, et V(Z,) = Np, (1 — pn), olt (pn),cy est une suite de réels
définie par récurrence par

VneN pppri=0—-p)pn+p et p1=Dp.

13. La suite (pn)nen+ est une suite arithmético-géométrique. Pour déterminer son expression explicite, on
procéde de la maniere suivante :

— Recherche du point fize :
Résolvons I’équation z = (1 — p)x + p d’inconnue = € R :

=1-pz+p<=1-(1-p ))x_pﬁle

— Suite pivot géométrique :
Montrons que la suite (¢n)nen = (Pn — 1)nen+ est géométrique de raison x.
Soit n € N*. Calculons :

tnt1 = P —1=(0=plpn+tp-1=00=p)pn—1)=(1-plan
Ainsi, (¢n)nen+ est géométrique de raison 1 — p et sa forme explicite est donnée par :

VneN*, ¢, =(1-p)" ‘a1 W —(1—p)"

Enfin, sachant que (pp)nen = (¢n + 1)nen+, il vient que :

‘VneN*, pnzl—(l—p)".‘

SOlt€€:|0 W[
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14. Par la question précédente, puisque 1 — p € |0;1[ (important a préciser!), lim p, = lim 1 —
n—-+o0o n—-+o0o

(1—p)" = 1. Donc puisque € > 0, par définition de la limite, il existe ng € N* tel que pour tout
n = ng,
1—pn|<e &  1-e<py<l+e.

Et puisque que de plus pour tout n € N, p, =1 — (1 — p)” < 1. On en déduit que

‘EInOGN*,Vn>n0, 1—5<pn<1.‘

Soit n > ng. Puisque 1 —p < 1, (1 —p)" < 1 et donc p, > 0. D’out
1 1
(N_Zn>§> = (N_Zn+an_an>§)
1
= (an_Zn+<1_pn)N>2)

1
= (an_Zn>2_(1_pn)N>-

Or par la question précédente, p, > 1—¢e donc 1 —p, < g, puisque N > 0, (1 — p,) N < € N ou encore
3— (1 —=py)N >4 —¢eN. Donc

1 1 1
IP(N_ZTL}*):P(an_ZnZ*_(l_pn)]\])g]P(an_Zn?i_EN)

2 2

1
<P<!an—Zn| >§—EN)

Conclusion,

Par I’énoncé, on sait que E (Z,,) = Np,. Donc

1 1
P<|Zn_an|>2_N5>:P(|Zn_E(Zn)‘>2_N5)-

Deplus,€<ﬁ.DoncN€<ietdonc%—N€>%—%:%.Ainsi,

1 1
P (120 Npal > L - ve) <B (12, B2 1),

Donc par la question précédente,

1 1
(N2> ) <P(1Z.-E(Z) > 7).

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

1\ _V(Z) B
E%N—%>2><uMF—MVMM—WNmﬂ—m%

Mais puisque p, < letp, <1—¢,onal—p, <cetdonc

1
vn = ng, P(N—Zn>§><16Ns.
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17. A N fixé, on a donc montré que pour tout 5]0;&[, il existe ng € N tel que Vn > ng, 0 <
P (N — = %) < 16N e. Par définition méme de la limite,

1
lim P(N—Zn>2>:().

n—-+00

Or pour tout n € N*,

P(N—Zn>;>—1P’(N—1>Zn>

2
=P(N > Z,) car Z, est a valeurs entiéres
=1-P(Z,=N) car Z, (Q2) = [0; N] par la question

Conclusion, (P(Z, = N)), ¢y~ converge et

1
lim P(Z,=N)= lim <1—P<N—Zn>—>):1.

n—-+o0o n—-+o0o 2

Asymptotiquement, le secrétaire finit par avoir ses N interlocuteurs aussi résistants soient-ils.

On peut démontrer que pour tout n € N*, Z,, ~ B (N, py).
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