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Correction du Devoir Maison 2
Bijections, trigonométrie, nombres
complexes

Du jeudi 17 octobre

Probleme I - Trigonométrie

Partie 1 : Couper pi en 8 n’est pas couper les cheveux en 4

1. Méthode 1 : calcul de cos%.

(a) Soit x € R. On a

cos (2z) = 2cos? (z) — 1.

(b) En prenant x = § dans la question 1, on obtient

cos (%) = 2 cos? (%) -1 & cos? (z) = w.

2

Or 0 < § < §, donc cos (%) > 0. Par suite,

/ s [14 V2
cos<z>: 1+cos(4): 1+2‘
8 2 2

cos (T) = V22

8 2

Conclusion,

2. Méthode 2 : calcul de cos %.

(a) Soit € R. On a les égalités entre réels suivantes :

cos (4z) = 2cos? (22) — 1 = 2 (2cos® (z) — 1)2 -1
=2 (4cos’ (z) —4dcos® (z) +1) — 1
= 8cos* (z) — 8cos? (z) + 1.

Conclusion,

cos (4x) = 8cos* (z) — 8cos? () + 1.

(b) En prenant x = g dans la question précédente, on obtient

Cos (g) = 8 cos? (g) — 8 cos? (g) + 1.

Donc en posant X = cos (g), on a

0=8X*—-8X2%2+1.

Conclusion, cos(g) est une solution de I’équation 8X 4 —8X? 41 =0 d’inconnue X € R.

1/
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Soit A le discriminant de 8u2 — 8u + 1. On a
A=64—-32=32=2x 16.

Par conséquent les racines associées sont

8+4v2 242

= p— t =
“ 16 4 © 2 16 4
Conclusion, |les racines de 8u? — 8u + 1 sont uj = 2+4‘@ et ug = 2_4‘/5.

D’apres la question (b), on sait que u = X2 = cos? (%) est une solution de I’équation 8u? —8u+1.
Donc d’apres la question (c),

cost (1) = 222 cost (1) = 222,

2-v2 1 \/§ V2 2 5 (71')
- — < = — ] =cos”|—).
4 2 4 2 2 4
et 0< 5 < Z donc 0 < cos (Z) < cos (%) puis, par la stricte croissance de la fonction carrée sur
R4, 0 < cos ( ) < cos2 (8) Ainsi

2 -2

1 < cos? (Z) < cos? (g) .

on en déduit nécessairement que

ot (3) -2

Or on note que

0<

Comme cos? (%) =+ 274\/5,

Or on sait que cos (g) > 0. Conclusion,

(7r> 242
cos|\— | = —m.
8 2

Par la formule fondamentale et la question précédente, on a

2
o (T o (T 2++/2 24+v2 2-V2
sin (—)zl—cos (—)zl— e =1- = .
8 8 2 4 4

Or 0 < § < 5. Donc sin (%) > 0. Par conséquent,

2-v2

sin (1) = Y22
8) 2 '

De la, on en déduit également, avec la valeur du cosinus précédemment calculée, que

tan (1) = 22 (5) _ 2 (2 ﬂ ~V2)
8 cos (%) \/2;7 2+ \f ( + 2 \/i)
44242
42
3—2V2.
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Or on note que3—2\/§:1—2\/§—|—2: (ﬂ—l)Q. Donc
s
tan<§): (va-1)’ =|v2-1]=v2-1 car V2 —1> 0.
Conclusion,
tan (f) = \/§ — 1.
8
(b) On observe que %’T = 5 — g- Donc par ce qui précede,
() —eon (5 -5) —sn () - 252
cos —cos ———)=sin({=-)=———.
8 8 2
De plus %’r = 5 + g et donc de méme
(32) (5 +3) = -on () = Y57
cos| — | =cos{—-+—=-)=—sin|{=)=——""——.
8 2 8 8 2
Enfin, on observe que 3781“ = (8X4g+3)ﬂ =23 x 27+ %”. La fonction cosinus étant 27-périodique,
ona 371 3 3
cos (J) = cos (23 X 21 + —W) = cos (—W>
8 8
et par ce qui précede, cos (3781”) = 22_ V2, Conclusion,
(377) (37171') 2—-+2 . (57r> 2 -2
cos | — | = cos = e cos| — | =———.
8 8 2 8 2

Soit 8 € R. Par des formules de linéarisation, on a

4. (a)
1— cos (20)\?
sin*(0) = (sin2(6))” = ( cos { )
1 —2cos(29) cos? (20)
N 4
1 —2cos (20) + HCOS %)
B 4
3 —4cos (20) + cos (40)
3 .
Conclusion, on a bien montré que
1 1
sin? (0) = g cos (40) — 5 cos (20) + g
(b) D’apres la question précédente avec 6 = g, on a
sin? (E) 1cos <I — 1COS (E) + §
8/ 8 2/ 2 4) 8
_g-Y2.3
4 8
Donc
4 (7r> 3—2V2
sin® (=) = ——.
8 8

Vérifions que ce résultat est compatible avec la valeur de sin? ( 8) trouvée a la question 3.(a)

2-@)4_(2—\6)2_4—4\/%%_3—2\@
_ - =

sin? (E) = —
8) 2 4 16

Ce calcul est donc bien cohérent avec la valeur précédemment trouvee‘
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Partie 2 : Pour ne pas se prendre une veste face a cette inconnue, il vaut mieux prendre
une polaire

5. (a) Soit z € R. On a les égalités entre réels suivants :
V2 2 V2 —14/2
V2 +V2cos(3z) — V2 — V2sin(3z) = 2 (;M cos(3z) — 2\[ sin(3:17)) .

Donc d’apres les calculs de la partie I,

V24 v2cos(3z) — V2 — V2sin(3z) = 2 (cos (g) cos(3x) — sin (g) sin(S:B))

= 2cos (31’—#%).

Conclusion, pour tout x € R, la forme polaire de /2 + v/2 cos(3z) — /2 — v/2sin(3z) est

T
2 (3 7) .
cos | 3x + 3

(b) Soit x € R. D’apres la question précédente, on a les équivalences suivantes :

(E) & 2cos (33: + g) = 2cos (23: + g)

& cos (336 + %) = coS (23: + E)

2
& 3x+g52x+g[2w] ou 3:1@—1—%5—235—%[27@
3 5
& z=" [27] ou by = — 8 [27]
8 8
o 3 [27] ov T {277}
r=— [2n =—— |=|.
8 8 L5
Conclusion, pour tout z € R, on a
3 2k
(E) & xe{j+2k7r keZ}u{—erl k;ez}_
8 8 )
(c) Onobserveque%z%g%g%:get_%g_%go
Puis si k = 1, —g—i-%Tﬂ:_STT}L)lGW:H%:%%—%O (légérement supérieur a %),
ik =2, —§ + 4% = Hsgss — e € |5 .
k= o1,—f + 2 = Simplts — s g sa]
sik=—2 720 = 22rd6 3T o ]_31,_gf,

D’ou la figure suivante :

[
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Et ensemble des solutions de (E) entre [—m; 7] est

o {23, A n ln dn 20
L 40 7 40 7 87 40 87 40 )

6. Soit z € R. On a I’équivalence suivante :

2cos(x) > V2 + V2 & cos(z) > 22—1—\/5

Donc d’apres la partie 1,

2cos(x) > V2 + V2 = cos (x) > cos (g) .

On observe donc que cela a correspond a la partie bleue suivante du cercle trigonométrique :

oo|x

oo|x

Par conséquent,

2cos(z) > V2 +V2 & Jk € Z, —g+2k7r<x<g+2k7r.

Conclusion,

2cos(x) > V2 + V2 &= xEU [—z+2k7r;z—|—2k‘7r}.

keZ 8 8

Probléme II - Bijections

1+ si
L’objectif de ce probleme est d’étudier la fonction h : x — 1+SIHE$; Pour ce faire, on considere la
— sin(x
1
fonction f : x — + z
11—z

Partie 1 : Un graphe qui décoiffe paraphe ce paragraphe
1. Soit z € R. On a les équivalences suivantes :
1t >0 1tz >0
rel & 1=z & 1=z
1—z#0 +

Or, on a le tableau de signe suivant :

T —00 -1 1 400
I - 0 + +
1—-x + + 0 -

i - 0 - -
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Conclusion,
I=[-1;1].

2. Soit € I. Puisque la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0, on a par ce qui précede
) )

14z
/>0
— & xr€]-1;1].
1—x#0

La fonction f est donc dérivable sur |—1;1[, de plus pour tout z € |—1;1],

1—|—x)/ 1 l-z—(O+z)(-1)Vi-2 l-z+1l+2 /1-x
l—x/ o [l (1—z)? 2V/1+z (1-2)? 2y/1+z

B 1

CA-w)PVita

7=

Conclusion,

1

Veel-Liil,  fl@)= Q-2 Vitas

3. Soit x € |—1;1[. Alors, 1 —x > 0 et 1 +x > 0. Donc f'(z) > 0. Ainsi, la fonction f est strictement
croissante sur |—1;1[ et par continuité de f en —1, f est aussi strictement croissante sur [—1;1[. De

plus,
/1—-1
f(=1) 1+1

= 400 et lim 1 4+ x = 2. Donc par quotient, lim
- z—1 z—1

<l <l <l
composee avec la fonction racine carree,

1+«
—x

= 400 puis par

D’autre part, lim
z—11

. . 1+
li £(2) = iy /75 = o
<1 <1
Conclusion, on obtient le tableau de variation suivant :
T -1 1
+00
f _
0
4. On a les égalités suivantes :
1+z
— f(—1 0 1
lim M — lim Vi 7 lim

agjll x+1 agjll x+1 9903:11\/(1—%:13)(1—3:).

Orl+z — 0tetl—z — 2. Donc
z——1 z——1
r>—1 r>—1

i F@) = £

z——1 r+1
z>—1

:+OO

Cela confirme que la fonction f n’est pas dérivable en —1. Plus précisément,

la graphe de f admet une demi-tangente verticale en x = —1.

6/29
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5. Puisque la fonction f est dérivable en 0, I’équation de la tangente Ty de f en 0 est donnée par
y = f(0) (z — 0) + f(0). Donc par la question 2] y =1 x z + 1 = z + 1. Conclusion,

"76: y=z+ 1.

6. Des questions précédentes, on en déduit le graphe suivant :

A
4
3
r
2
1
/ >
—1 1

Partie 2 : « Beau chemin n’est jamais long » proverbe provencal

7. Par ce qui précede, on a

e f est continue sur I,

e f est strictement croissante sur I,

donc par le théoréme de la bijection, f définit une bijection de I dans J = f (I). De plus, J est de la
méme forme que [ :

rz—1
<1

J=f()= [f(—l);lim f(w)[= [0; +o00[ = Ry

Conclusion,

la restriction de f de I = [—1;1[ dans J = R4 est une bijection.‘

8. D’apres le cours, on sait que I'on obtient le graphe de f~! & partir de celui de f par

‘une symétrie d’axe y = x. ‘

On obtient donc
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.
A 7
2

+ /?/ >

9. Onnote I' =T\ {-1}. Soit z € I'. Onpose u=1+x et v=1—x.

(a) On a les égalités entre réels suivantes :

u_l—}—x
v

=1 =f(x)> et utv=l4z+1l-—z=2
— X

Conclusion,

E:f(zzc)2 et ut+v=2.
v

(b) Puisque u+v =2 et que z # 1, on a v # 0. Donc en divisant par v, on obtient que

2 2
“r1=2 s f@?+1=2
v v v
Conclusion,
1 fx)’+1
v 2
(c) Par la question 2| on a directement
1 1

() =

1-22 itz v

(d) Par les questions précédentes, on observe que

1

, 1 1 1\%2 1 T+
F@)=nm = V212 JE T 2 TR <u> f@)’ car fl@) = 15 >0

Donc par la question [0.5]
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10.

11.

12.

Conclusion, on trouve bien que pour x € I,

2 1 2
4f(x)
. . - / / ! _ 1
Par la question [2.[ on sait que f est dérivable sur I’ et pour tout = € I, f'(z) = RSN # 0.
Donc

o f est dérivable sur I’,
o [ est strictement croissante sur I’ (d’apres ce qui précede)
e pour tout z € I, f'(z) #0.

Donc d’apres le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque, la fonction f~! est dérivable sur
f ') =limg——y f (2);lim,—1 f (2)[ = R%. Conclusion,

-1 ..
[~ est dérivable sur R} .

Toujours par le théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque, on sait également que

1
weRy, (YW=
B U)W = )
) N - Y, _ (f(“)2+1)2 * =1
Or d’apres la question[9.lon a pour tout w € I, f'(u) = i Or poury € RY ,onau= f""(y) €
R?% , donc

1 1 4y
Vy € R* 1 (y) = _ _ .
Y )W) (FU-1w)*+1)” @207 (2 4 1)2
AT 4y
Conclusion,
4y
weR,  (F) ()= —2L
( ) (y2 + 1)2
. R+ — R . o . A -
Soit a € Ret g : Yo A On observe que g est bien définie et méme dérivable sur R et
y?+1
pour tout y € Ry,
2ay
/
9w =—"53-
(y? +1)°
Donc par la question précédente, on observe que pour tout y € R%, ¢'(y) = —% ( f _1)/ (y), en particu-
lier, en prenant a = —2, on a pour tout y € R, ¢'(y) = (f_l)/ (y). Donc y — y;—fl est une primitive
de ( f *1)/ sur R . Par conséquent,
-2
* —1 _
EbGR,VaER+, f (y)—m+b

Puisque f(0) = \/% =1, on en déduit que f~!(1) = 0. Dés lors,

-2
O:f_l(l):erb:—ler & b=1.

Ainsi, pour tout y € R* , f~1(y) = y;—fl
qu’en 0 la formule marche encore. On a f(—1) = 0 donc f~!(0) = —1. D’autre part, pour y = 0,

+ 1. Attention le résultat parle de R, il nous reste a vérifier

y;—fl +1=—-2+1= —1. Donc la formule reste vraie pour y = 0. Conclusion, avec |a = —2|et |b =1},
on obtient bien
-2 y?—1
Vy € Ry, “y) = 1= .




Mathématiques PTSI, DM2 Cor 2024/2025

13.

14.

Soit (z,y) € [-1; 1] x R4. On a les équivalences suivantes :

(@) N 14+ N s 14z y=0
= f(x =1/ = car
4 Y 11—z Yo 12 £ > 0 pour z € [—1;1]
& vl—2z)=1+zx car x # 1
& y2—1:x(1+y2)
2
y —1 2
& T = car 1 >1>0.
y?+1 +y
Vérifions que zzi € [-1;1[. On a les équivalences suivantes :
y* -1
-1< 2+1<1 & P —1<yr—-1<y?+1 car > +1>0
Y
= —y2 < y2 toujours vraie ET — 1 < 1 toujours vraie .
Donc % € [-1;1[. Au final, pour tout y € Ry, on a bien une et une seule solution z € [—1;1]
vérifiant y = f(z). Donc tout réel positif y admet un et un seul antécédent dans [—1;1] donné par
x = Z;;} Conclusion, on retrouve bien que f est bijective et

VyeRy, [Ty =5

On a déja vu que la fonction f~! est dérivable sur R*% donc notamment en 1 donc I’équation de la
tangente de f~! en 1 est donnée par

Ty=(")' W @-1+F7 )

Par les question précédentes :

4 12-1
Ty =—s (1) 4+ —=x—1.
Ty (12+1)2(x )—1—12+1 x
L’équation de la tangente de f~! en 1 vaut
"T’ y=x— 1.‘

Cela correspond bien a ce que 1’'on a dessiné en question

D’autre part,

. —1 _ . _ . _
yggloof ) _ygrfoon—i—l _yll\glool—i—y% =1

On observe alors que le graphe de f~! présente ’ une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +o0.
C’est bien ce que nous avions dessiné. Ce que 'on est fort tout de méme!

Partie 3 : Une fonction hA-ment bien!

Soit D le domaine de définition de h.

15.

Pour tout = € D, on observe directement que

) = \ [T = f (sin(o)).

10/20]
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16.

17.

18.

19.

La fonction sinus est définie sur R. Donc pour x € R, on a

h(z) existe & f (sin(z)) existe
& —1 <sin(z) <1 d’apres la question
& sin(z) # 1 car sin(x) € [—1;1]
o VkEZ,x#g—Fle.

Conclusion,

D:R\{g+2kw’kez}.

On observe que ’ensemble D est invariant par translation de vecteur o1 7. De plus, la fonction sinus
étant 2w-périodique, pour tout z € D,

h(z+2m) = f(sin(z+27)) = f(sin(x)) = h(x).

Par conséquent,

‘la fonction h est 2m-périodique. ‘

On peut donc réduire son domaine d’étude a un ensemble inclus dans D de longueur 27w par exemple
3 3

}_W;”} D:}_W;W

272 272

Conclusion,

37r_7r[

on peut réduire le domaine d’étude de h a —55 3

Soit t € |—m;7[. Alors, on a m > —t > —7, donc § > —§ —t > —37” et donc on a bien —5 —t € D.

De plus,
h (—g —t) =f (sin (—g —t)) =f (—sin (g —|—t>) = f(—cos(t)).

De méme, ona—%’T <—-F5+t< F,donc -5 +te€Det

h (—g +t) —f (sin (—g +t>> = f(—cos(t)).

Conclusion,
T T
Vt € |-m; @], h(—g—t>:h<—§+t).
Par la question précédente, les points d’abscisse * = —5 —t et # = —5 + ¢ ont la méme ordonnée

y=nh (—g — t) =h (—% + t). Conclusion,

P
le graphe de h présente une symétrie axiale d’axe verticale x = —3

La fonction sinus est dérivable sur R donc sur |—%; Z[. De plus, pour tout 2 € | —%; 5[, on a sin(z) €
|-1;1[ = I’ et f est dérivable sur I'. Donc par composée, on en déduit que h = f o sin est dérivable
sur }—%; %[ De plus,

7T‘7T|: 1

voe|-5i3[0 W@ =sin'@)f (sin(a)) = cos(a) (1 = sin(@))*? /T + sin(a)

Conclusion, | h est dérivable sur ]—%; g[ et

cos(z)

(1-— sin(x))3/2 /1 +sin(z)
11

Va:e]—g;g{, h'(z) =
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20. Soit # € |—%; 5[ Ona —1 < sin(z) < 1. Donc 1 —sin(z) > 0 et 1+ sin(z) > 0. De plus, cos(z) > 0.

272
Donc par quotient,
cos(z)

(1-— Sin(x))3/2 1+ sin(x) =0

B (z) =

La fonction h est donc strictement croissante sur ]—%; 5 [ Or h est définie et méme continue sur

[—g; z [ Donc par continuité, h est strictement croissante sur [—g; g[ En outre, par la question

1 (5) = (n(-5) =00

D’autre part, en posant v = sin () — 17, on a, toujours par la question [3.
z—Z
2
z<3

u—1

lim h(z) = lim f(sin(z)) = lim f(u) = +o0.
=% T— v

jus
7 z
I<§ CC<§

Conclusion, le tableau de variation de h est

+00
h /
0
Par la symétrie axiale, d’axe x = —7, on obtient directement,

3 —
z 2

+00 +00
0

wl
wl

Partie 4 : Quand sinus et cosinus prennent la tangente a la moitié du chemin

21. Soit x € ]—g E[. On a

)
W) =\ Ty

Or puisque = € |—5; 5[, on a sin(x) € |-1;1[, en particulier, 1 + sin(z) > 1 — 1 = 0. Donc

car 1 +sin(z) > 0

7) = (+sin@)” _ 1+sin()
h(z) = \/(1 —sin(x)) (1 +sin(z)) /1 — sin?(x)
Lbsinta)

V/cos?(z)

Or z € |—%; 5[ donc cos(z) > 0. Ainsi, y/cos?(x) = cos(x). Conclusion,

Vxe}—g;g[, h(z) = 71+Sin(x).

cos(x)
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22. Soit z € R. L’inéquation a un sens si et seulement si cos(z) # 0 ou encore z € R\ {g + km | ke Z}.

Fixons donc z € R\ {g—l—lm } ke Z}. Premier cas, x € U }—E + 2km; T +2k:7r[. Dans ce cas,

kEZ 2 2
cos(z) >0 et on a

1 + sin(z) > V3

@) & 1+ sin(z) > V3 cos(x)
cos(z
& 1> \/gcos(:):) — sin(z)
1 3 1
22\2[603(1:)—28111(3:)
& g > cos(5) cos(a) —sin () sinte)
— >cos (=) cos(z) —sin | = ) sin(x
2 6 6
e i (+7T)
— > cos —
2 T
5
= EInEZ,EqLQngJ:JrEéiJerr
3 6 3
3
= 3n6Z,%+2nw<x<§+2nm

Dans ce cas, les solutions sont

= |:E+2kﬂ';z+2kﬂ' .
6 2
keZ

3
Second cas, x € U } g + 2km; ?W + 2]4:77{ et donc cos(z) < 0. Des lors, on obtient de fagon similaire
keZ

1 + sin(z) > V3

i
—_
+
Z.
B=
&
VAN
&
Q
@]
BN
&

cos(x)

& 1 < V3cos(z) — sin(x)
1 3 1

& 3 < \2[ cos(z) — = sin(z)
1

& §<cos(x+f)

& ez, 4w <a4 <42
n ——+2nr<z+—-< - +2n

T3 T 6 >3 7"
& EInEZ,—g—f—Znﬂ'ng%—i—%m

Dans ce cas, il n’y a aucune solution, .%» = ). Conclusion, globalement ’ensemble solution est donc

S =AUy =[5 +2hm  +2kn .
kEZ

23. Soit x € ]—g; 5 [ Par la question on a

h(z) =3 & 1+ sin(z) =3 & 1 4 sin(z) = V3 cos(z) car cos(z) # 0

cos(z)

Donc comme dans la question précédente, par la forme polaire, on a

Puisquexe]—g;g[, onax+g 6]—%;2{[6‘5 donc
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Conclusion, on a

h(z) = V3 =3 T =—.

(@)

24. Soit @ € |—-%; 5|, alors sin(z) € |-1;1[. On a par ce qui précede,
h(z)=V3 &  f(sin@)=v3 &  sin(z)=f"(V3).

. _ 2_
Or par la question ou pour tout y >0, f~(y) = 324&’ donc
3—1 1
h =3 = i = — = _ EN —
() =3 sin(z) 5112 x

Conclusion, on retrouver bien (c’est drélement beau les maths)

T
6

=N

hz)=vV3 &  a=

25. Soit x € ]—g; o [ Par définition,

Posons t = tan (%), ce qui est possible car § € |—7; 7 [ Alors on obtient que

in (2) o (2)

w0
o
=
—
8
S—
I
n
o
=
/N
[\
X
[N ‘ 8 —
N——
Il
[\

Puisque § € ]—%; T [, on a cos (%) # 0 et donc

x x 2tan (%) 2t
sin(z) an { 5 | cos™ { 5 [Ftan? (D) 118

1+ 2 [1 44242t
1J2Ff: 1+2+2 car 1+t >0
1- 2 12— 2t
A+ 1+t
V@ =) j1—t

Or puisque 5 € ]—%;%[, alors ¢t = tan (%) €]-1;1[. Donc 1+t > 0 et 1 — ¢ > 0. Ainsi, on obtient
bien que

Des lors, on a

T 1+t 1+tan(3)
v]—2,2[, Moy =177 1—tan (3)

Probleme III - Complexes

On considere 'application complexe suivante :

c\{2i} —» C

2z—1
z = i

f:

1. On a les calculs suivants :

oy 202 —i —A-i A+i (@+i)(-i) _4-dititl 5-3i
f(_)_(—2)—2i_—2—2i_2(1+i)_ 2(1+1) 4 T4

Conclusion,

(o= 58
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2. (a) C’est reparti. On a les égalités entre complexes suivantes :

f(—3+i> _Bioi 32200
2 =39 =38 14 2 ’
Conclusion,
344
f( 2+ ’) —1—i.
(b) On a les égalités suivantes :
-3+ 2 2 ‘
(5 v sma(E ) et
Or v/2 > 0, conclusion, la forme polaire de f (%) est
-3+ o
f( 2H> =v2eT.
(¢) Par la question précédente,
(f (—3 + i>>2021 _ a2 i X021
2
= /2270 /5 o5 (252x8+5)
— 91010, /5 o—2imx252—i%F
_ 21010\[264%“
— 21010, /5 oi%F
— 91010, /5 (_\/Q n Zﬂ>
2 2
=211 (-1 +14).
Conclusion,
3\ 202
<f< 2+Z)) :21010(_1_’_0‘
3. Soit z € C\ {2¢}. On a les équivalences suivantes :
z e f(U) & f(z)eU
s fEP=1
& fEfE) =1
- 2z—1i2z+1
z—2Z4+2
& (22 —1) (2241) = (2 — 29) (Z + 27) car z # 2i et donc Z+ 2i # 0
& 427 + 2iz — 212 + 1 = 22 + 2iz — 2iZ + 4
< 32z2=3
& 3|2*=3
& 2 =1
& 2e€U

On remarque que 2i ¢ U. Donc il n’est pas nécessaire d’enlever cette valeur de 1’ensemble solution.
Conclusion,
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Pour tout z € C\ {2i}, on pose g(z) =Im (f(2)).

4. Soit z € C\ {2¢}. On a les égalités entre réels suivantes :

z)— f(z 1 (2z—1 2Z+1
tm (£(:)) = £ )27;f( ) :2i<z—2i_z+2i>
1 (22 —i) (24 2i) — (22 +1) (2 — 2i)
T2 (z — 20) (% + 2i)
12|z +4diz—iz+2—2|z|* +4iz — iz — 2
2 |2 — 2if?
13iz 43z
2|z — 2P
B 3 z+7Z
e -2 2
~ 3Re(z)
oz =2
Conclusion,
VieC\ {21},  g(z) = -RelE)
|z — 2i]

5. Soit z € C\ {2i}. On a les équivalences suivantes :
cefSR) & fER & g(z)=Im(f(z)) =0.
Donc par la question précédente, on a

3R
ze fT(R) & |Z_e;j|)2:0 & Re(2) =0 & z € iR.

Attention, cette fois-ci, on n’oublie pas d’enlever la valeur 27 :

|17 (R) = iR\ {2i} .|

6. Soit # € R. On a A ' ‘ ‘
e A & 2¢ £ 2; = 2¢'2 & o £ iz

Par la pseudo-unicité de la forme polaire, on a
fcAd o VkeZ, 97Ag+21m o GER\{ngle‘keZ}.

Conclusion,

A:R\{%Jr%w‘kez}.

7. Soit € A et z = 2e?.

(a) On a les égalités suivantes :

4 )
|z—2i]2:‘26“9—2ez% =
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Mathématiques PTSI, DM2 Cor 2024/2025

Par factorisation par I’angle moitié,

|z —2i> =4

Conclusion,

2 4

(b) Par ce qui précede,

( ) 3Re (Z) . 3Re (2 829) _ 6 cos (9)
B |z — 21 16 sin? (g - %)  16sin? (g -
Conclusion,
) — 3cos ()
g 8 sin? (g -

8. On observe que —2 = 2¢'™. Donc en posant § = 7 € A dans la question précédente, on trouve que

(—2) = 3cos(m) -3 =3 3
g Cet(5-5) swl(5)  g(2) 4

Or par la question [1./on a f(—2) = 57431' et par conséquent, on retrouve bien que

3
g(~2) =Tm(f (~2) = >
Conclusion,
3
9y =",
9(=2) =~
9. Soit w € C. Soit z € C\ {2i}. On a les équivalences suivantes :
2z —1 . . )
f(z)=w 5 =W & 2z —i=w(z — 2i) car z # 2i
z—2i
& 22 —i=wzr—2iw
& 2iw—i=2zw-2).

Premier cas, si w =2, on a
41 —1=31=0

ce qui est impossible. Dans ce cas ’ensemble solution est vide :

Second cas, w # 2. Alors,
2w—1

f(z) =w & z:iw_2.

Dans ce cas, on obtient une unique possibilité. Vérifions que cette valeur est bien différente de 27 :
2w—1
w—2

2t =1

& 2w—4=2w-1 car w # 2

& —4=-1 impossible.
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Donc Z% € C\ {2¢}. Conclusion dans ce cas, ’ensemble des complexes solutions est
2w-—1
Z) =w & z2=1

10. Par la question précédente, on obtient que tout complexe w € C\ {2} admet un et un seul antécédent
z dans C\ {2i} par f. Conclusion,

’La fonction f définit une bijection de C\ {2i} dans C\ {2}. ‘

De plus, toujours par la question précédente, on a

2w—1
YweC\ {2 W)y =i :
weC\(2), ) =it
11. Posons w =1 + 4. On observe que 1+ i # 2, donc
2—21—1 1—2¢ 1—2¢) (=142 —14+i+2042 1+ 3¢ —34+1
f_l(lfll)zl 'Z :7/ Z:Z( Z)( +Z):Z +Z+ Z+ :Z +Z: +Z'
1—27-2 —1—1 2 2 2 2
Conclusion,
_ . -3+
fta+i)= 5

Ce qui est bien cohérent avec la question ‘ car en composant par f, on retrouve que

fof_l(li):f(—is;i) - 1¢:f<_32”)

Probleme IV - Complexes

On cherche a déterminer ’ensemble suivant :
E={(a,b)eC*®|V2€U, 2> +az+beU}.
1. Posons (a,b) = (0,0). Alors pour tout z € U, on a
’zQ —i—az—i—b‘ = ‘22‘ =]z =1
Donc 2% 4+ az + b € U. Ceci étant vrai pour tout z € U, on conclut que

(a,b) € E.

2. (a) Directement,

L’ensemble 24 correspond au disque fermé de centre 1 et de rayon 1. ‘

A quel ensemble de points du plan complexe correspond 21 ={z€ C ||z —1|<1}7
(b) Ainsi,

18/120)
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-2
-3
¢) Graphiquement, on observe que
(c) Graphiq t, on observe q
(210 % = {0} ]
el
3. Soit (u,v) € C? tel que {u+v U Dés lors [u+v| = 1 et l[u—v| = 1. Or on observe que
u—v €
U= %ﬂ Donc par 'inégalité triangulaire,
ut+v u—v u+v uU—v lu+v| Ju—v| 1 1
=1 T 2 2 > T2 T3'3
Donc |u] < 1. De méme, v = "74'” — “5%. Donc par I'inégalité triangulaire,
u+v U—v 1 1
< -t =1
HA N R e R

Conclusion,

Y (u,v) € C?, {U+UEU = {|u|

u—vel

4. Soit (a,b) € E.

(a) Alors par définition de F,
Vz € U, 2 4+az+bel.

En particulier, pour 2z =1, on a z € U, et donc
l1+a+beU.

De méme, pour z = —1, on a —1 € U et donc
l—a+bel.

Posons u =b+1letv=a Onau+v € Uet u—v € U. Donc par la question précédente,

|1+ b| = |u|] < 1. Conclusion,
b+1] < 1.

(b) De méme, en prenant z =i, z € U et on a

—14+ia+beU
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et pour z = —i,on a z € U dou

—1—da+belU

En posant u = b — 1 et v = 7a, on obtient a nouveau que u+v € U et u — v € U et donc

|b—1] =|ul < 1.
Conclusion,

(c) Par les deux questions précédentes, on en déduit que b € P, d’une part et b € Z; d’autre part
Donc b € 21 N %5. Or par la question P21 N 25 = {0}. Conclusion,

(d) Puisque b= 0, on a donc pour tout z € U, 22 + az € U et donc

1:’22+az‘:]z\]z+a|:\z+a]

car z € U.
En particulier, pour z

1eU,|1+al=1etpour z=—1, |-1+a| =1. Donc |[a+ 1] < 1 et
la — 1| <1 et donc a € 21 N Ps. Conclusion,

a=0.

5. On a montré a la question |4.|que si (a,b) € E, alors nécessairement (a,b) = (0,0). Réciproquement,
a la question [1.] on a vérifié que (0,0) € E. Conclusion,

E={(0,0)}.
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