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Correction du Devoir Maison 3
Calcul algébrique et fonctions usuelles

Du jeudi 14 novembre

Probleme I - Calcul algébrique

On note E = RN = {(un)neN | Vn eN, u, € R} I’ensemble des suites réelles. On consideére alors ’applica-

tion suivante :
EF — FE

a=(n)pey — (@) =b=(bn)pen,

ot on définit la suite b = (by),,cy PAT :

VneN,  b,=Y (Z)ak

Pour tout n € N, et tout k£ € Z, on pose par convention ( ) 0sik<Oousik>n.
Soit a = (an),cy € E.

@

Partie 1 : Faisons des sommes pour se reposer

1. On suppose que pour tout k£ € N, ax = 1. Soit n € N. On a

w= a5 )50

On reconnait alors une somme de Newton. Par conséquent,
b, =(1+1)" =2

Conclusion,

\VneN, b, =2"]

2. Soit z € R. On suppose que pour tout k € N, aj, = 2. Soit n € N. On a

SRR (i M1 ik

On reconnait & nouveau une somme de Newton. On obtient que

VneN, by=(z+1)"

2 ()
$10)

(xl 1+1) ) car on reconnalt une somme de Newton

3. Soient z € Ret n € N. On a

Oékz,ljgn <k>

Il
29 27

N
Il
=)

=2" Z 2.
=0



-
o
e Mathématiques PTSI, DM3 Cor 2024-2025

On reconnait alors une somme géométrique de raison z. D’ou

Z AV 2”11:”9C six#1
k (n+1)2" siz=1

0<k,i<n

4. Soient x € R\ {1} et n € N. La somme étant triangulaire, on commence par écrire que

2. 0-E5(0)-2(0)%)

La somme interne est une somme géométrique de raison = # 1,

n k+1 n n
ny ; ((n)l—x )_ 1 <n> T <n> k
> ot =) = o0, )- P
o<i<k<n (k> im0 \\k/ 1-z -z = \k L=z = \k

Donc par les questions [L] et

3 AW 2" w(@+1)" 2" —w(z+1)"
k Cl-z l—z 1—z ’

0<i<k<n

Conclusion,

n 2" — g (x+ 1)
c e

0<I<k<n

Partie 2 : Une somme de bibinéme (de la part de bibi)

5. Soit (i,k,n) € N3 tel que i < k < n. Par définition du coefficient binomial

n\ [k n! k! n!
(k:) (z) TKHm-k)d (k=9 (n—k)ll(k—q)l

D’autre part,onan —i>n —k et i <n et donc

n\[{n—i\ _ n! (n —1)!
( >( )_i!(n—i)!(n—k)!(n—z’—(n—kz))!

n!
T =kl (n—i-n+k)l
n!
T il —k) (k=)

Conclusion,

e (-0

6. Soit 7 € N. On suppose que pour tout k € N, ap = (lf)

(a) Premier cas, si i =0 oui =3, alors ag = (3) = g) =1
Deuxieme cas, si i = 1 ou 7 = 2, alors ag = (
Troisieme cas, si i > 4, alors par définition, ag =
Conclusion,

1 siie{0;3}
a; =<3 siie{l;2}
0 siz>4.

2/i7
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(b) Soit b= ¢ (a). Soit n € N. On a

w5000

Si k < i alors (f) = 0. Premier cas, ¢ > n. Dans ce cas, b, = 0. D’autre part, dans ce cas (TZ) =0

donc on a bien
by =0 = 2"—2'(’?).
)

On suppose maintenant que ¢ < n. Deés lors,

w=or 2 (1)0)

Dans ce cas, on a bien 7 < k£ < n. Donc par la question

" n n—1 n\ e [n—1
b, = - .
——
indépendant de k

On a pour tout k € [i;n], (Z:;) = (nfﬁzéfk)) = (Z:z) Donc

Posons j = k — i. Des lors,

Par la question [I]avec 7 =n — i, on a

Conclusion, dans tous les cas,

VneN, b, =2"" (”)
1

(c) Supposons i = 0 alors pour tout k € N, a = (]8) = 1. On est donc dans le cas de la question

Or on obtient bien 27~¢ (") =" (8) = 2". On retrouve bien

i

vneN, Y (Z) —on,

k=0

Partie 3 : Image des premiers entiers
(2 ne pas confondre avec la magie des entiers premiers)

On suppose pour tout k € N, ap = k et on pose toujours b = ¢ (a).
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7. Sion pose i = 1, on a pour tout k > 1, (k) = (k) =k =a. Si k=0, on a aussi (’:) = (0) =0 = ag.

Donc pour tout k € N, a5 = (’f) Ainsi, par la question

% 1

b, = 2" (”) —9
7

Conclusion,

R — R

n—1 <711> _ n2n—1‘

Vn € N,

on—1

b, =n

8. Soient n € N* et f : “ (n) k-
DY T
o \F

(a) La fonction f est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. De plus, par dérivation d’une

somme finie, on a

Vr € R, fl(x) =0+ z": (Z) (;Uk)/ -
k=1

D’autre part, par la question [2.[on a

Conclusion,

Vr € R,

pour tout n € N

Ve € R,

fla)y=n@+1)"" =3

(b) Prenons x = 1. Par la question précédente, pour tout n € N*,

O =n1+1)" 1 =n2n"t = En: (Z

k=1

Jo =2

n

5

1

)kz—Ozbn.

On observe que by = 22:0 (g)k =0 = 0 x 2971, Donc la formule reste vraie pour n = 0.

Conclusion,

9. Méthode 3.

Vn € N,

b, =n2" 1.

(a) Soit n € N. Par définition, on a

bn+§(kn1)k:§:(z

k=0

Donc par la formule de Pascal,

n+1
b+ Y <

k=0
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Conclusion,

Vn € N,

n+1 n
bni1 = by k.

(b) Soit n € N. Par la question précédente,

n+1 n
b1 =bn +0+ ) (k_l)k.

Posons k=k —1ie. k=k+1.On

k=0

a

3 ()5 0)

=b, + b, +2"

Conclusion,

k=1

car 'indice de sommation est muet

par la question

b1 = 2b, + 2", \

(¢) On pose pour tout n € N,

Initialisation. Si n = 0, alors

0

bo=3"

k=0

(-

&by =n2" 1y,

et n2" 1 =0.

Donc Z2(0) est vraie. Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n+1). Supposons #(n)

i.e. b, = n2""!. Montrons #(n + 1). On a par la question précédente

byt = 2b, +2" =2 (n2"71) + 27
(n+1)2".

=n2"

Donc Z(n + 1) est vraie.

+2" =

par hypothese de récurrence

Conclusion, on en déduit que Vn € N, Z(n) est vraie :

Vn € N,

b, =n2" 1.

10. Soit n € N*. On a

= ()-E20)-=((

Donc par ce qui précede,
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Partie 4 : Kronecker n’est pas une marque de biére mais ¢a rafraichit quand méme

On suppose dans cette partie que a = (an),cy € £ est une suite quelconque et on pose b = ¢ (a). On définit

lsii=j
J , appelé le symbole de Kronecker.

également pour tout (i,j) € N?, §; ; = { _
0 sinon

11. Soient n € N et i € [0;n]. Alors, Puisque i < k < n, par la question (Z) (’;) = (7;) (2:2,) donc

e (1)) =z ()6

_ n " (n—i ek
()2

_[(n - n—1 nek
_<2);(n—z—(n—k‘))( 1
(Y so () ca
()2 ()

Posons j =k —iie. k=j+1i,ona

s ()()-(ECT) o

On reconnait alors une somme de Newton, donc

Si i < n alors,
Si i =n, alors

Conclusion,
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13.

Donc par la question précédente,

n _ n n
(=" k(k)bk:Zaiém:0+---+0+an+0+---+0:an.
k=0 1=0

Conclusion,

VneN, ap=) (-1)"" (Z) by

k=0

Soit (a,a’) € E? tel que b = ¢ (a) = ¢ (a’). Donc par la question précédente, pour tout n € N,
fon= Tk, (O
—k
aj, = Y=o (=1)"7" () bw
Donc la fonction ¢ est injective.

Soit b € E. On définit alors a € F de la fagon suivante :

n =S =0 ()
Vn € N, a Z( ) <k:)bk

Alors, pour tout n € N,

Vn € N, Bn = (_1)71 an = Xn: (—1)k (Z) b = zn: (Z) ag.

k=0

ou encore i
n

Vn € N, b, =(-1)"a, = a.

=3 (o

Autrement dit b = ¢ (a). Donc pour tout élément b € F, on a construit un élément a € F tel que
b= ¢ (a). Donc ¢ est surjective.

Conclusion,

I’application ¢ est bijective.
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Probléme II - Fonctions usuelles

On considere la fonction suivante :
R —
th :
xr +—

g =

(z
ch(z) "

On pose ensuite
Iz R —- R
" x — arctan (sh(z)) + arccos (th(z)) .
L’objectif est de montrer que f est une fonction constante.
Partie 1 : Etude de la fonction tangente hyperbolique

ou Termite Hystérique si vous préférez

1. Pour tout z € R, on sait que ch(xz) > 1 > 0 donc ch(z) # 0. Ainsi la fonction th est bien définie sur
R. De plus, th est dérivable sur son domaine de définition comme quotient de fonctions qui le sont.
Conclusion,

‘La fonction th est définie et méme dérivable sur R.

2. Par définition,

sh(0)
th = = — =
©) ch(0) 1 0
De méme,
gy Sh(n(@) TR @ _em® 2§ 3/2 3
(In(2)) = ch (In(2)) @ 4o @ S el®@ @ T 24 1 52 5
Conclusion,
3
th(0) =0 et th (In(2)) = 5
3. La fonction th est définie sur R et R est bien centré en 0. De plus,
vz e R, th (—x) = sh (—z) _ - sh(x) car sh est imPaire
ch (—x) ch(x) ch est paire.
= —th(z).

Conclusion,

‘La fonction th est impaire. ‘

4. On a vu que th est dérivable sur R. De plus, pour tout x € R,

sh’(z) ch(z) — sh(x) ch’(x) _ ch?(z) — sh?(x) L sh?(x)
ch?(x) ch?(x) ch?(z)

th'(x) = =1 — th*(z).

Conclusion,

Ve eR,  th'(z) =1—th%().

5. Par la question précédente, on a

VreR,  th'(z) = ch*(x) — sh*(z)

ch?(x)
Or pour tout z € R, ch?(z) — sh?(x) = 1. Conclusion,
Ve e R th'(z) = !
’ ~ ch?(z)’

/7
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6. Pour tout x € R, on observe que

T —x

sh(z) “=° e —e 7
(z) ch(z) ete?® +2ef”“’ e +e*

En factorisant par le terme prépondérant, on obtient

el —e 2 1—e 2

th(z) = — = :
(z) e?l+e 2 14e 2
Or lim 1—e 2= lim 1+e 2 =1. Ainsi,
r—+00 xr——+00
lim th(z)=1.
T—>—+00

Conclusion,

le graphe de th admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +oc. ‘

7. On a vu que pour tout € R, th'(z) = chzil(z) Donc pour tout x € R, th’(z) > 0. On en déduit

que la fonction th est strictement croissante sur R. De plus, lirJlra th(z) = 1. Comme la fonction th
T—r+00
est impaire, on en déduit directement que Em th(z) = —1. Conclusion, on obtient le tableau de
X — 0o

variation suivant :

th 0/

-1

8. Puisque la fonction th est dérivable en 0, elle admet une tangente en ce point d’équation

y= (0 (2= 0) +1h(0) = or+ 0=

Conclusion, ’équation de la tangente en 0 de th est donnée par

Yy = .
9. Par ce qui précede, on a
A
Ctn
>
-3 —2 —1 1 2 3
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Partie 2 : Sa réciproque a des arguments pour vous plaire

10. Par ce qui préceéde :

e th est continue sur R en tant que quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R.

e th est strictement croissante sur R.

Donc par le théoréeme de la bijection, th définit une bijection de R dans th (R) et de plus, th (R) =
lim th(x); Er}rl th(z) { = |—1; 1]. Conclusion,

T—r—00

‘th est une bijection de R dans J = |—1;1]. ‘

On note argth = th™! sa fonction réciproque.

11. Par ce qui précede,

1
Vz € R, th'(z) = ——— #0.

Par conséquent, on a

e th est strictement monotone sur R

e th est dérivable sur R

o Vz € R, th'(z) #0.
Donc par le théoréme de la dérivée de la fonction réciproque, on en déduit que argth est dérivable sur
J =]—=1;1[ et de plus,

1

Or nous avions également vu que pour tout u € R, th'(u) = 1 — th?(u). D’olt

, _ 1 B 1 B 1
reell ) = T (@) T 1 (th (argth(a) 1= 2

car argth est la réciproque de th. Conclusion,

1
1—=x

la fonction argth est dérivable sur |—1;1] et Va € ]—1;1[, argth’(z) = 5-

12. Pour tout x € |—1;1[, on observe que

1 1 _ 12 1
1—22 (1-z2)(1+2) 1—-z 1+2

Vous ne l’avez pas vu directement ? Ok, voici donc une rédaction plus pédestre. Soient (a,b) € R%. On
a les équivalences suivantes :

1 a b
Vo e ]-1;1], (17x)(1+1;)_1—x+1+1‘
1 a+ar+b—br
—1:1 =
= Ve e]|-1;1], (1—2)(1+2x) (1-2)(1+x)
1 (a—b)x+a+b

o Vo e |-1;1], (1—x)(1+$>: (1—2)(14z)

10/17]
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On note alors QU’IL SUFFIT de prendre
a—b=0 a= 1
& & a=b=—.
a+b=1 2a =1 2

Vo ee]-1;1] LI ! + !
v L T2 T 20— 21t a)

Ainsi, on a

Donc par la question précédente,

1 1
2(0—2) 2(lta)

Ve ee |-1;1], argth’(z) =
Par primitivation, on obtient
1C e R, Vz ec |-1;1], argth(xz) = —%ln(ll —z|) + %ln (11 +z]) + C.
Or pour z € |-1;1[, 1 =2 >0 et 1 + 2 > 0. Donc
3C e R, Vz ec |-1;1], argth(z) = —% In(1—2)+ %ln (1+2x)+C.

De plus, th(0) = 0 i.e. 0 = argth(0). Donc

1 1
Oziln(l)—l—iln(l)—l—c & C=0.
Conclusion,
1 1+2
v —1;1], th(z) = =1 ( > :
x € | [ argth(z) S\
Encore joli!
Soient € R et y € |[—1;1[. On a les équivalences suivantes :
eT — 7%
y = th(x) & s comme vu & la question [6]
Posons X = e® € R".. Alors,
X - L
= th(z & X
y = th(z) V=x31
X2-1
& Y= X2i1 car X #0
& y(X2+1):X2—1 car X2 4+1#0
& Xy-1)=-1-y
1
& XQZ# carye|-1;1[ = 1—-y#0
-y
1 l+y>0etl—y>0etdonc 2 >0
& X = -ty car ty ¢ 4 b QONE Ty
1—y X=e">0
1
& e’ = -ty
-y
1 1
& x=1In -ty car ~ty >0
L—y L-y

Mathématiques PTSI, DM3 Cor 2024-2025
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14.

15.

Conclusion, pour tout y € |—1; 1], I'équation y = th(z) admet une unique solution donnée par x =
1 5 In (Hy) On retrouve bien que th : R — |—1; 1] est bijective et que

1 1
Yy € |-1;1], argth(y) = iln (Ly) .
Soit k € N*. On a k* + 3k + 1 > 1 donc m € ]0;1] C |—1;1] donc argth (M) existe. De

plus,

1
th()—l _!
MM\ T3k 1/ 2 M\ 1o Zask+1-1/) 2\ K213k

D’autre part, ona k+1>1et k+2 > 1 donc ﬁ €]-1;1] et k%ﬂ € ]—1;1] et ainsi, argth (k%rl) et

1 H(H’“;””l) _11n<k:2+3k:+1+1>_11 (k;2+3k:+2)

1
k2+3k+1

argth ( T +2) existent. Enfin, on a les égalités entre réels suivantes :

1 1 1+ 1 [1+ -1
argth () —argth( )— ( kf) —ln( kf)
E+1 k+2 -9 2 I

1
1+k+1 lc+2>
1
T k+1 1+k+2

0
(k+1+1 k+2—1>
(*;?
(

_

=

=3

k+1-1 k+2+1
k+2 k+1>
k+3
+3k—|—2>
k2 + 3k

5

N~ N w\v—l w\v—l l\:)\
—
=

Conclusion, on observe bien que

1 1 1
Y S DY G Y S
VkeN WM\ ey T M ) MR e

" 1
Pour tout n € N*, on pose S, = kzzjl argth (k2—|—3k—|—1> Soit n € N*. Par la question précédente,
" 1 1
Su=3" (et (7 ) —areth (155) ).
n kZ::l arg F arg )

On reconnait alors une somme télescopique :

1 1
S, = argth <§> — argth ( n 2>

Quand n — +o0, on a n%% — 0. De plus, la fonction argth est dérivable sur |—1; 1] et donc notamment
continue en 0. Ainsi, la suite (S, ), cn- converge et

. . 1 1
5o (v (1) - (1)

1
= argth <> — argth (0)

1+
In < 1)—0
T2

In (3).

1
T2
1
T2

12/]17
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Conclusion,

Joli aussi !

Partie 3 : Pi (sur deux) y’a la fonction f aussi

16.

17.

18.

On sait que les fonctions arctan et sh sont définies sur R et donc arctan o sh est définie sur R. D’autre
part, on a pour tout z € R, th(z) existe et de plus par la partie précédente, th(z) € |—1;1[ C [-1;1].
Or arccos est définie sur [—1;1]. Donc arccos oth est bien définie sur R. Par somme, on en déduit que

’ la fonction f = arctan osh 4 arccosoth est bien définie sur R. ‘

Par composée de fonctions dérivables sur R, arctanosh est dérivable sur R. D’autre part, th est
dérivable sur R et th (R) = ]—1; 1[. Or la fonction arccos est dérivable sur |—1; 1] donc par composée,
arccos oth est dérivable sur R. Par somme,

‘la fonction f est dérivable sur R. ‘

Par définition,

f(0) = arctan (sh(0)) + arccos (th(0))

= arctan (0) + arccos (0) par la question
=0+ g par la question

om

2

T
On sait que lim sh(x) = 400 et que lim arctan (u) = —. Donc par composée,
T——400 U—>—+00 2

‘ _T
wggrlw arctan (sh (z)) = 5"
=0.

D’autre part, lim sh(xz) =1 et lim arccos(u) = arccos(1) Donc par composée,
o0

T+ u—1

lim arccos (th (z)) = 0.

r—+00
Par somme T
i f(@) =5
De la méme facon, on a
. . ™
xEIPm arctan (sh (z)) = ull)gloo arctan(u) = -5
Et
wll}r_noo arccos (th (z)) = ul_1>nr_11 arccos(u) = 7.
Ainsi,
™ T
Conclusion,
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19. On a vu que f est dérivable sur R. De plus, pour tout z € R,
f'(z) = sh’(x) arctan’ (sh(x)) + th’(x) arccos’ (th(z))
1 -1
=ch(z) X ——5— 4 (1 — th?(z)) X —————
1+ sh?(z) ( ) 1 — th?(x)
h
_ @ ),
1+ sh*(z)
Or on se rappelle que pour tout x € R, 1 + sh?(z) = ch?(x). De plus, 1 — th?*(z) = th'(z) = Ch21(x),
Dot
ch(x) 1 1 1
Vr e R "(z) = - = - h 0.
reR o J@ =000 T\ @) T @) i) car ch(z) >
Finalement,

Vx € R,
Super joli !

20. Par la question précédente,

f'(z) = 0.

IC e R, Vx € R, f(z)=C.

Or on a vu que f(0) = 5 par exemple et donc C' = 7. Conclusion,

Vr € R,

fz) =

™
B .

Partie 4 : Prenez arccos, sh, arctan, th, sin, cos et touillez tres fort

21. (a) On a le graphe suivant :

|
|
|
|
|
|
:
|
arccos(z)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

+arccos(—x)

Le graphe de arccos admet le point (0; 3

qu’en faisant la moyenne de arccos (—z) et arccos (z), on obtient

\

Vo e ]-1;1],

arccos (—x) + arccos(x)

2

5 .

™

14/17

) comme centre de symétrie, autrement dit, on observe
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(b) Soit g : & — arccos(*x);amcos(z). La fonction arccos est dérivable sur |—1;1[ et pour tout x €
]-1;1], on a —z € ]—1; 1] donc par composée x — arccos (—x) est dérivable aussi sur |—1; 1. Par
somme, la fonction g est dérivable sur |—1; 1[. De plus,

Ve e]-1;1], g (z) = % (—arccos’ (—z) + arccos'(x))
I
2\ Vi VIS
1 1 1
_2<\/1—x2_\/1—a:2)
= 0.

Par conséquent, on en déduit que

AC e R, Vz € |-1;1], g(z) =C.
En particulier, ¢g(0) = arccos(o)-garccos(o) =1/ 2J2r7r/ 2 = 7. Donc C = Z. Conclusion,

Vo e]-1:1], arccos (—:E)2+ arccos(z) _ g

(c) Soit z € R, on a les égalités entre réels suivantes :

f (—x) = arctan (sh (—x)) + arccos (th (—z))

car sh est impaire

= arctan (—sh(z)) 4 arccos (—th(x)) et par la question [3]th aussi

= —arctan (sh(x)) 4 arccos (—th(x)) car arctan est impaire.

Or par la question précédente, pour tout u € |—1;1[, arccos (—u) = 7w — arccos (u). Donc en
prenant u = th(z) € |—1;1],

f (—z) = —arctan (sh(z)) + m — arccos (th(z)) = 7 — f(z).

Conclusion,

‘VxeR, f(—a:):ﬂ—f(w).‘

On fixe dans la suite z € Ri. On pose a = sh(z), u = arctan (a), b = th(z) et v = arccos (b).

22. Puisque 2 € Ry, on a a = sh(z) > 0 donc a € Ry puis u = arctan(a) € [0; 5[. De méme, si z > 0,
alors th(z) > 0 donc b = th(z) € [0;1] et donc v € |0; §]. Conclusion,

uG[O;g[ et UE:|O;g:|.

23. On sait que cos?(v) + sin?(v) = 1 donc
sin?(v) = 1 — cos?(v) = 1 — cos? (arccos(b)) = 1 — (cos (arccos(b)))? = 1 — b2.

D’ou sin(v) = £v/1 — b2. Or v € ]0; 5] donc sin (v) > 0. Ainsi,

sin (arccos(b)) = sin(v) = /1 — b2
15
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24. Puisque u = arctan(a) € [0; g[ CR\ { 5+ km | k€ Z}, on sait que

25.

26.

27.

———— =tan'(v) = an?(v).
cos?(v) tan’(v) = 1 + tan”(v)

Or 1+ tan?(v) > 1 > 0. Donc par passage & I'inverse,

) 1 1 1
cos”(v) = = = .
1+tan?(v) 1+ tan? (arctan(a)) 1+ a2
Conclusion,
1
2
t = .
cos” (arctan(a)) a2
Par la question précédente, on en déduit que cos (arctan(a)) = + 1ia2. Or u = arctan(a) € [0; 5],
donc cos (arctan(a)) > 0. Ainsi,
1
cos (arctan(a)) = ——.
(arctante)) = AT
Par ce qui précede, on a
1 a?

) 2
t =1- t =1- = -
sin® (arctan(a)) cos” (arctan(a)) T1a2 1+a2

Donc

\/a/>2 .

V1+a?

Ora € Ry donc Va2 = a donc sin (arctan(a)) = iﬁ. Or arctan(a) € [0; 5[, donc sin (arctan(a)) >
0. Ainsi,

sin (arctan(a)) = +

sin (arctan(a)) = S

V14 a?

Par définition,
cos (f(z)) = cos (arctan (sh(z)) 4 arccos (th(x))) = cos (u + v)

Par la formule de développement,
cos (f(x)) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v).

Or, par ce qui précede :

1
cos(u) = cos (arctan(a)) = Vita?
cos(v) = cos (arccos(b)) = b
sin(u) = sin (arctan(a)) = Vit a2

sin(v) = sin (arccos(b)) = /1 — b2.
Ainsi,
b a1l b—aVl-b?
Vita? V1+a? Vita® -

En réinjectant les valeurs de a = sh(x) et b = th(x) :

cos (f(z))

th(x) — sh(x)y/1 — th?(z)
1+ sh?(z) '
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28.

Or /1 +sh?(x) = (/ch*(x) = ch(z) car ch(z) > 0. D’autre part, \/1 —th?(z) = /th'(z) =

cth(x) = C%@ car ch(z) > 0. Ainsi,

th(z) — Sh(l‘)r%z)

ch(z) =0

cos (f(x)) =

Conclusion,

‘cos (f(x)) = O.‘

Tout ¢ca pour ¢a... incroyable !

Soit x € R,. Avec les notations précédentes, on a vu que u € [O; g[ etv e ]0; g] Nécessairement,
f(x) =u+wvel0;nl.

Or I'unique valeur d’annulation du cosinus sur ]0; 7| est en 5. Donc

cos(f(@) =0 & fla)=7.
Conclusion,
Ve eRy, f(z)= g

Nous pourrions tout recommencer pour x € R_ mais naturellement, nous allons plutét utiliser la

relation établie en question Soit & € R_. Posons y = —, alors y € Ry donc f(y) = 5. Ainsi, par
la question
T oow
f(x):W—f(—fL"):W—f(y):W—§25-
Conclusion,

Ve eR,  f(z)= g

Comment douter de la beauté des mathématiques apreés ¢a.
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