Mathématiques PTSI, DM4 Cor 2024-2025

Correction du Devoir Maison 4
équations complexes, calcul d’intégrales,
équations différentielles

Du jeudi 05 décembre

Probleme I - Equations complexes

Partie 1 : Toujours prendre le probleme par la racine
On considere I’équation d’inconnue z € C donnée par
(E) P(z) =2 - (1+2i) 2> +3(1+i)z—10(1+i) = 0.

1. (a) Soit z =z +iy € C, (z,y) € R% On a les équivalences suivantes :

9 (a:—f—zy) =5+12;
27 = Wwo <~ .
= |wo| = |5+ 12i] = /25 + 144 = /169 = 13
—y?=5
& 2:vy—12
2?2 +942 =13
z2=9
& y? =4
zy =6
z=3 r=-3
= ou car zy = 0
y =2 Y= —2
& z2=3+2 ou z=-3— 2.

Conclusion, ’ensemble des racines carrées de wq est donné par

| ={3+2i; -3-2i} .|

(b) On remarque que wi = —wo = i°

équivalences suivantes :

wg. Soit z € C. D’apres la question précédente, on a donc les

z2:w1 & 22:i2w0 & (f)
7
= f—3+2z ou S =_3-9
7 7
s z=—-243 ou z=2— 3i.

Donc 'ensemble des racines carrées de wy est

| A ={-2+3i;2-3i} ]

Pour ws, on remarque que wo = wy. Par conséquent, toujours d’apres la question précédente,
pour tout z € C, on a

22:w2 = 22:@

¢
]
I
&
no

= z=3+ 2 ou zZ=-3-—2
& z2=3—-23 ou z = -3+ 2.
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Donc 'ensemble des racines carrées de woy est

| S ={3-2i; —3+2i} ]

2. Soit z € iR. Il existe donc = € R tel que z = ix. On a alors les équivalences suivantes

2z est solution de & (iz)® — (1 + 2i) (iz)* + 3 (1 +4) (iz) — 10 (1 +4) = 0
& —iz3 + (1 +2) 2> +3(— 1)z — 10— 10i = 0.

Or deux complexes coincident si et seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs parties ima-
ginaires sont égales. De plus, rappelons que x € R. Ainsi,

22 -3r-10=0 (Eq)

z est solution de (F &
{—x3+2x2+3w— 10=0 (E»)

Résolvons (E4). Soit A son discriminant.
A=9+40=49="7"
Par conséquent,
(Er) &
Or,siz=>5,0na
2422 432 —10=—-125+504+15—-10= —75+5= —70 # 0.

Donc x = 5 n’est pas solution de (E»).

Siz=-2,0na
2% +22° 432 -10=8+8—-6—10=0.
Donc x = —2 est une solution de (Es2). Ainsi,
= -2 ou =5
z est solution de & v ) X & r=—2.
x est solution de (E2)

Conclusion, il existe une unique solution imaginaire pure de (E|) donnée par

zZ1 = —2i.
3. Soit (2,a,b,c) € C*. On a les équivalences suivantes :
P(z) =(z—21) (az2 + bz +¢)
P(z) = (2 4 2i) (az® + bz + c)
& P(z) = az® + b2% + cz + 2iaz® + 2ibz + 2ic
& B -(1+20)224+3044)2—-101+1) = az® + (b+ 2ia) 2> + (¢ + 2ib) z + 2ic.

On note alors qu’il suffit que le systéme suivant soit vérifié :

a=1
—1—-2i=b+2ia
34 3i=c+ 2ib
—10 — 10i = 2ic.

2/i9
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a=1
b=—-1—-2i—2ia=—-1—-2i{—2i=—-1—41
c=34+3i—20b=3+4+3i+21—8=—-5+5¢

_ —10-10i __ .
c=—5— = 5+ bu.

Par conséquent ST a =1, b= —1—4i et ¢ = —5+5i ALORS P(z) = (z — 21) (az® + bz + ¢).

4. Soit I’équation d’inconnue z € C suivante :
(F) 22— (1+4i)z—5(1—14)=0.
Soit A le discriminant de (F]) : 22 — (1 +4i)z—5(1—14) =0. On a
A=(1+4)%+20(1—i)=1+8i— 16+ 20 —20i =5 — 12i.

On remarque que A = wsy. Donc d’aprés la question [L.D] les racines carrées de A sont 3 —2i et —3+ 2i.
Posons § = 3 — 2i. Alors les solutions de sont

14+4i+3—-2¢ 14+4i—3+2¢
:MZQ-F@' ot 23:M:_1+3i‘

=2 2 2

Conclusion les solutions de sont

|22=2+1i et 2z =—1+3i

5. D’apres la question , on a

z est solution de (E) & P(z)=0
& (z—21) (2 = (1+4i)z—5(1—1)) =0
& z—2=0 o 22— (1+4i)z—5(1—i)=0
& z=2z ou z est solution de (F)
= z2=2z Oou Z = 2z9 Oou Z = z3.

Conclusion 'ensemble des solutions de est

\yEz{—zi; 241 —1+3i}.\

Partie 2 : Tournez la téte pour que la réalité devienne imaginaire

6. On fixe dans cette question z; = —2i, 20 = 2+ 1 et 23 = —1 + 37 et on consideére la similitude
I C—C
z—= az+ S,

ot (a, B) € C2.
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(a) Soient (a, 3) € C? et f : 2z az + . On a les équivalences suivantes :

{f (22) = 22 - {Oczz + 6 =2
f(z3) =2 azz+ 3=z

2—1—1 )+ B=2+1
—1+3i)+ = —2i
—2—|—z—a(2+z)
=
—14+3)+2+i—a(2+4+1i)=-2i

—2+z—a(2—|—z)

&
—3+2i)=-2-3i.
—2+z—a(2—|—z)
< 23 _ (=2-30)(=8-2) _ 644it9i6 _
= 3% 9+4 - 13 -
- { =24+i—i(2+9)=2+i—2i+1=3—3i
o =1.

Conclusion, on a trouvé une et une seule solution :

(b) Puisque o = i # 1, on sait que la similitude f posséde un unique point fixe. Inutile de le calculer,
il est donné par hypotheése par zo. Par conséquent, pour tout z € C, on a

f(z):a(Z—22)+Z2:i(Z—Zz)—FZz:eig(z—z2)+22,

On en déduit que f est une rotation (ici pas de coefficient d’homothétie car |a| = |i| =
1) de centre z et d’angle 5

(c) D’apres la question précédente, A est 'image de C' par la rotation de centre B et d’angle 7. Par
définition d’une rotation, on a d’une part BA = BC' i.e. le triangle ABC' est isocele en B et de

plus CBA = (Eé, EZ) = 5 i.e. ABC est rectangle en B. Conclusion :

‘ABC’ est un triangle rectangle isocele en B.

7. Soit n € N*. Résolvons dans C I'équation (z — z1)" = (2 + 21)". Soit z € C. On a les équivalences
suivantes :

(z—2)"=(z+2)" o (z42i)" = (2 —20)"

2k7r
& dke0;n—1], z+4+2i=(z2—2i)e'
=

Jk € [0;n — 1], (1—62iﬂ):—22( —i—l)

Sik=0,z (1 — eiQkTﬂ) =0et —2¢ (eZ n —i—l) = —22’ X 2= —4i ;é 0. Donc k£ = 0 n’est pas solution.

Puis pour k € [1;n — 1], O<2k—”<27r Donc ¢'“n" 751et1—e n #£ 0. Dés lors, z est solution si et
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seulement si,

Jkelin-1], z=

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

par factorisation par ’angle moitié

s ()

yn:{m@‘ke[[l;n_u]}.

8. Précisons .. Sin =6, on a

B 2 cos (g) 2 cos (g) ~ 2cos (%”) 2 cos (%’T
| sin (%) sin (%) sin (g) " sin (%’r) sin (%’r)
_ {223 ﬁ 0 ;2% . _2\§}

% ) \ég b b @ ) %
:{2\/5; 2‘3/3; 0; —2\3/3; —2\/5}.

Conclusion,

— 5 03

%

3

; —

2\/3} .

Partie 3 : Le lait est encore meilleur pris directement au pi!

. 8
Soit w =e'7 .

8r\ 7 . }
9. On constate que w’ = (eZ 7 ) = e®™ = 1. Par conséquent w € Uy;. De plus 87” # 21 [27] et donc
w # 1. Donc d’apres le cours,
6
Z W =0
k=0
10. Par la question précédente,
6
0= Z wh
k=0
;8m . l6m ;24m  ;32m  40m  48%
=14+¢e"7 4+e"7 47 47 47 Fe'7
. (8—14) . (1442)7 . (24—28)7 . (28+4) . (40—42)7 . (42+6)
=1+¢€ 71r—|—ez 7 e’ 7 Y 71r et 7 e’ 77T

— i iE L —iAE g —iEE L S
=14+e*'7 +e'7 e "7 +e'7T +e "7 +e'7

2 4
=1+ 2cos (%) + 2cos (%) —|—2(jos(677r>

/19
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Conclusion,

142 (2)+2 <4)+2 <6W)—0
COS 7 COS 7 COS 7 = U.

11. Soit a € R. On a

cos (3a) = cos (2a + a) = cos (2@) cos (a) — sin (2a) sin (a)
= (2cos 2 (a) — 1) cos (a) — 2 cos (a) sin? (a)
= 2cos® (a) — cos (a) — 2cos( ) (1 - cos? (a))
= 2cos’ (a) — cos (a) — 2cos (a) + 2 cos® (a).

Conclusion,

cos (3a) = 4cos® (a) — 3cos (a) .

12. (a) En appliquant la question précédente a a = on a

7 9

2 2 2
cos <677T> = oS (3 X ;T) = 4 cos? (;) — 3cos (;) .
4 2 2
cos <77T> = cos (2 X 77r) = 2cos® (;) — 1.

Donc d’apres la question
0=1+2 <2>+2 (4>+2 (6)
= coS coS —
7 7 7
2 2 2
=1+ 2cos <77T> (2 cos ( > ) 2 (4cos <77r> — 3 cos (:))
2m 2m 2
:—1—4cos<7>+4cos <7>+8(:os3 77T>

Donc en posant X = cos (27"), on observe bien que

De plus, on a

8X3 +4X2 —4X —1=0.

(b) Par la formule d’Euler :

s s 2m 27 3m 3m
( ) (277) <37T> e'7 +e 7 e'7T +e ' e'7T +e 7
cos cos| — |Jcos| — | =
7 7 7 2 2 2
e 477 ei57ﬂ +e7T 46T + e‘ii%r
N 2 4
6 2w dw in _
e +1+e'7 e tT fe'T fe T Sl 4e T
N 8
1+1+2005(7ﬂ)+2005(7ﬂ)+2005(67“)

8
Donc d’apres la question on conclut bien que

COS (E> COS <21) COS <3j) = 1
7 7 7/) 8

/19
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Probleme II - Calcul d’intégrales

Partie 1 : Dans un K, ’angle moitié parait pleinement adapté...
Dans chaque cas, justifier que l'intégrale existe et la calculer.
1. (a) Cherchons (a,b,c) € R? tel que

1 a b c

Pour tout t € R\ {—1,0}, on a

g+g+ ¢ at(t+1)+b(E+1)+ct®> (a+c)tP+(a+b)t+b
tt2 t4+1 t2(1+1) N t2(1+1)

On note alors que pour obtenir I’'égalité désirée IL SUFFIT de prendre

a+c=0 c=—qag=1
a+b=0 & a=-b=-1
b=1 b=1
Conclusion,
1 1 1 1
vte R\ {-1,0 - = 4
V=1L 0) Zi+1) ¢ 2 i¥1
(b) La fonction ¢ + 1= est définie et méme continue sur R\ {—1;0}, en particulier elle est

t2(t+1)
continue sur le segment [—3; —2]. Donc

[T existe. |

Deés lors, en utilisant la question précédente,

s (1 1)
21 1 1
Y B
/4 t t2+t—|—1
1 t=—2
= (i) — £+ (e + 1))

t=—3
:m@+;+mm—(m@+;+mm>
1

=6~ In(3).

Conclusion,

1

Notez que In(3) > In(e) = 1 et donc I < 0 ce qui est bien cohérent avec le fait que <0

pour tout t € [—3; —2].

L
t2(t+1)

2. Soit A le discriminant de X? — X 4+ 1. Ona A =1—4 = —3 < 0. Donc la fonction t t2t—+t}|-1 est
bien définie et méme continue sur R donc sur le segment [0; 1]. Conclusion,

7/i9
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De plus, on observe que
Lot 41
J = _t+1
o t2—t+1
1 /1 2t -1 3 ! 1
= - —dt+ = —dt
2Jo t2—t+1 3 o t2—t+1
1[ 9 t=1 3 1 1
= [m(j2-t+1))) +—/ s dt
= 1\2 3
2 ‘ ‘ t=0 2 Jo (t—ﬁ) +3
In(1) —In(1 3 14 1
_ -, s
0 31+3(t-3)
1 1
=2 =y 5 dt
0 2(t-3
(202
V3t

=3 {arctan (t_;” Z:

=3 (arctan (13 — arctan (%))

1

= 2v/3arctan (3) car la fonction arctan est impaire

T

=2V3—

Vg

Conclusion,
g V3
3

. Pour tout ¢t € R, cos(t) > —1 donc 2 + cos(t) > 1 > 0. Ainsi, la fonction ¢ — ﬁos(t) est bien définie

et méme continue sur R et donc sur le le segment [O; g] D’ou,

On effectue le changement de variable © = tan (%) Notons que pour tout t € [0; g], on a % € [0; ﬂ et
donc u est bien défini. De plus si t = 0, alors u = 0 et si t = 7, alors u = tan (%) = 1. Par la formule



Mathématiques PTSI, DM4 Cor 2024-2025
de I'angle moitié, on a, cos (t) = 1:32 = 2arctan (u). Donc dt = lfug du Donc,
2 1
K= [* ot
0 2+ cos(t)
1 1 2
= du
o TR T
1 2
d
0o 20 +ut)+1—u2 "
= d
0 3+ u?
2 1 1
=3 —F 2 du
0 u
1+ (%)
1
9 1
= \3[ 3 5 du
u
4+ ()

28 ()]

= (arctan < 13) — arctan (O)>

2f7r
3 6

Conclusion,

Notez que l'on a bien K > 0.

Partie 2 : L’intégrale sur les intégrales (ou presque)

r 1
Fy(x) = /O i

Pour tout k£ € N et tout € R, on pose

4. Soit k € N.

(a) Pour tout t € R, ch(t) > 0. Donc la fonction fi : t — h’f( B est définie et méme continue sur

P’intervalle R. Donc par le théoreme fondamental de I'analyse,

la fonction Fj, est définie et méme €' sur R

et est méme 'unique primitive de f; s’annulant en O :

1
Vr € R, Fl(z) = fi(z) = .
(b) L’ensemble de définition de Fj, est R et donc centré en 0. Soit z € R. Posons s = —t. Alors
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t = —s et donc dt = —ds.

Fi(—z) = / Y
=t
1

b _/0 ch¥(s) ds car ch® est paire (encore vrai si k =0)

= —Fi(x).

Conclusion,

‘La fonction Fj est impaire.

5. Sik=0,o0na
Vz € R, Fy(z) :/ 1dt = x.
0

6. Soit € R. On pose u = €' i.e. t = In(u) et donc dt = %“. Ainsi,
r 1 z 2
Filz)= | —=dt= | ———dt
1) /0 ch(t) /0 ev’H—e‘x
/ 2 du
hou+t i

= d
/1 u2+1 v

= 2 [arctan (u)],—
*) — arctan (1)).

Conclusion,

= 2 (arctan (e

Conclusion,

Vo € R, Fi(z) = 2arctan (%) —

|3

7. On suppose ici que k = 2.

(a) Soit x € R. On pose & nouveau u = €' i.e. t = In(u) et donc dt = %“. Alors,
r 1 z 4
A= [ L as [
o ch*(t) 0 (e*+e™@)
_fz 1
) u + l > u

f/ 4w
u2—1—2—|—— u

- 4u q
N 1 w4202 +1 v

Conclusion,

i 4y

€
A R F = ———d
r € R, h(x) /1 A2 1 U

10/[19)
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(b) Soit x € R. Posons v = u? i.e. u = /v et donc du = ;\1—%. Des lors,

e* 4u
Ba)=[ — 2 g
2(2) /1 w4 2u2 +1 v

/ezm 4\/v dv
— X
1 v+ 20+1 0 2\

e2:c 2
Y T
1 (v+1)
v=e2?

=[5l
B _U+1 v=1
2 2
T 141 24l
el —2
ST
e —1

= @i

Par « factorisation par ’angle moitié », on remarque que

e’ (e"—e ")  2sh(x)

F = = .
2(7) e’ (e* +e*)  2ch(x)
Conclusion,
sh(x)
R F: =
Vo € ) 2 (LL‘) Ch(i[f)

8. Soit zx € Ret k€ N.

(a) Posons
wen {7

Les fonctions u et v sont €1 sur R et

W(t) = ch(t)
VvVt € R, {U,(t):_(k+1)csh(t)

Donc par intégration par parties :

= ’ 1 = ’ 7Ch(t) car c
Fi(z) = /0 i = /O kg h(t) > 0
1 = z sh
_ [sh(t)chkﬂ(t)] - /0 sh(t) (— (k+1) w@@)) dt
sh(z ¢ gh?
- chkfl()x) — 0+ (k+1) /0 ch’”(?t()t) dt.

Conclusion, on a bien

sh(x) sh?(t)

= gy T EED /0 arrs &

11/19
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(b) On sait que sh?(z) = ch?(z) — 1. Donc par la question précédente,

©  sh?(t)
Chk+2(m)
h?(t) — 1
e
ch™(x)

Fi(x) = dt

shi) R 1)/0

Chk+1(l‘
sh(x) 1) /x
0

- ch*t1 (l’)
sh(x)
ch*t1 (l’)
sh(x)
Chk+1(l')

+ (k +
+ (k +

+ (k) + 1) Fk(.%') —

Autrement dit,

sh(z)
kit

(k+1) Fiya(z) = B (g)

+(k+1)Fy(z) —

Conclusion,

T 1 x
1)/0 ch¥(z) dt =kt 1)/0 chF+2(z)

(k+1) Fiy2(x).

Fi(z) =

1
dt

k
k+1

sh(z)
(k+ 1) b1 (z)

Flya(z) =

(¢) Par la question 3, en prenant k = 1, on obtient

sh(x)
2ch?(x)

+ %Fl(@ _ _sh@)

Ve € R, i S
’ 2 ch?(x)

F3(Q?> =

Conclusion,

1
2

(2 arctan (e”)

sh(x)

Ve € R,
v 2 ch?(x)

Fs(z) = + arctan

s
ac)_Z

(e

De méme, a l'aide de la question 4, en prenant k = 2,

sh(z) 2 sh(z)

2 sh(z) _

(14 2ch?(z)) sh(z)

VzeR,  Fy(z) = 3 (a) | 32(@) = 3 ch?(z)

Conclusion,

3 ch(x)

3ch3(z)

(14 2ch*(z))

Vz € R, Fy(z) =

sh(x) '

3ch(z)

9. Soit k € N*. Soit z € R. Pour tout t € Ry, on a ch(¢) > 0 donc

l'intégrale, car x > 0 (bornes dans le bon sens), on a

Fi(@) = /0 chk

Conclusion, Vz € Ry, F(x) > 0 i.e.

‘Fk est minorée par 0 sur R;. ‘

10. (a) Pour tout ¢t € Ry,
o et g
h(t) = > —,
ch(t) 5 5
car et > 0. Conclusion,
t
VteRy,  ch(t) > %

12/19

h()

/ 0dt = 0.

> 0. Donc par la croissance de
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11.

12.

(b) Soit k € N*. Par la question précédente et la croissance de la fonction x — zF on a

kt
i e
Vit € Ry, ch(t)>2—k>0
Alors, par décroissance de la fonction inverse sur R* ,
1 2k
Vt € Ry, < S =oke

Chk(t) = ekt

Soit & € Ry. Par croissance de 'intégrale, car = > 0 (bornes dans le bon sens), on obtient

X 1 X
Fk(a:):/ Tdtg/ ok e~k 4t
o ch”(t) 0

x e—k:t t=x
/ ok eFt qt = [—Zkkl car k #0
0 t=0

1 e—ka:

— ok _okZ

k k
———

Ainsi,

2k
F) < =
k() ’

Ceci étant vrai pour tout x € Ry, on en conclut que

« indépendant de x.

2k

F}, est majorée sur Ry par -

Par la question 1, la fonction Fj, est dérivable sur R et pour tout z € R, Fj(z) = (:}1%(9:) > 0. Par

conséquent Fj, est strictement croissante sur Ry et nous venons de voir que F} est majorée sur R;.
Par le théoréme de convergence monotone, on en déduit que

xll}rfoo Fy(x) existe.

On note £, cette limite.

Rappelons que pour tout z € R, Fi(z) = 2arctan (e*) — 5. Or ¢ — +o0 et arctan (u) — 7.
T——+00 U——+00

Par composition,

- - Ty el TT
xEr}rloo Fi(z) = zgr}rloo (2 arctan (e") 5) = 22 5= 5"
Conclusion,
T
D’autre part, pour tout x € R, Fy(z) = 2;3%). Or on a déja vu dans l'exercice I que sh(z) ~ ch(x)
T—r+00
h(z) o
ie. ih(z) $_>—+>OO 1. Ainsi,
. . sh(z)
mg—ni—loo FQ(SL‘) o xgr-ir-loo ch(x) =1
Conclusion,
b =1
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13.

14.

Soit k£ € N*. On sait d’apres la question 5 que pour tout z € R

sh(z) k

Fk+2( ) (k:+1) hk+1(x) + k41

Or,

) sh(x) ) 1 sh(z) 1 1
lim | = lim k = x 1x0,
e=too (k+1)ch*(z) 2—=+oc k+1ch(z)chf(z) k+1

ceci est justifié car k > 1 et donc ch¥(z) 7, T D’ot,
x o0

, sh(x)
lim ) =
z—+00 (k + 1) ch"(z)

Donc par passage a la limite dans ’égalité précédente, on obtient,

k
lpio =0 lg.
k2 =0F Tt
Conclusion,
k
k * = )
Vk € N*, liyo T 1&@
Posons pour tout p € N*,
2% (p!)?
P(p): «loy = —————»
) = (2) (2p)

Démontrons que pour tout p € N*, & (p) est vraie par récurrence.

Initialisation. Si p = 1, alors
22 (pl)?  22(11)* 4

@) () - @) 2x2
Or nous avons vu que f2 = 1. Donc Z?(1) est vraie.

Hérédité. Soit p € N*. Montrons que Z(p) = Z(p+1). Supposons Z(p) i.e. by, = (222#(#); Montrons

alors Z(p+1). On a

2p . "
lopt1) = lopra = mﬁgp par la question 10 avec k = 2p € N
2p 27 (p)°

= par hypotheése de récurrence
2p+1(2p) (2p)!

o 2p 2P+ 1)) (2p+2)(2p+2)(2p+ 1)
T 2p+1(2p+2)(2p+2)! 22 (p +1)% (2p)
22 ((p+ 1)) (2p+2) (2p+2)
20 +2)(2p+2)! 2(p+1)°
22 (p+ 1)) 4(p+ 1) (p+1)

)

(

T (2p+2)(2p+2)! 22(p+1)°
_ 2R ((p+ 1))’
C(2p+2)(2p+2)

Ce qui démontre que Z(p + 1) est alors vraie.
Conclusion, pour tout p € N*, Z(p) est vraie.

Conclusion,

2% (p!)?

wENL = G e
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15. Calculons, pour k = 1, on a par la question 9,

><1:7T

klplpr = (10 = 5

ol 3

Posons pour tout k € N*, Z(k) : « kljlyy1 = 5 ».
Initialisation. Par le calcul précédent, on a (1) qui est vraie.

Hérédité. Soit k € N*. Montrons que (k) = Z(k+ 1). Supposons Z(k) et montrons & (k + 1).

On a
k .
(k+ 1) lk1lkyo = (k4 1)lk1q k‘i—i-lgk par la question 10
= klp110
= g par hypothése de récurrence.

Donc Z(k + 1) est aussi vraie.
Conclusion, pour tout k € N*, (k) est vraie.

D’o, la suite (klyli1),en- €St constante :

VkeN',  klplps, = g
Soit p € N*. On en déduit alors que
T
2ploplopi1 = 5

. - 227 (p!)?

Or par la question précédente, o), = e =# 0. Donc
v T _ 7)) _ 7 (2p)!
2p+1 = =

Aplay — 4p x 220 (p!)?  22p+1 (pl)?
Si p = 0, on observe que
T(2p)! 7w ’
o2 ri(pn? 2 "
La formule reste donc vraie. Conclusion,

_ 7 (2p)!
VpGN, EP—W

Probleme III - Equations différentielles

On considere I'équation différentielle suivante d’inconnue ¢ une fonction dérivable sur R* :
(Eo) Vo e R, z¢' (z) + p(z) = 0.
1. Soit ¢ une fonction dérivable sur R . Puisque x # 0, on a

. 1
(Eo) & Vr e RY, o' (x) + - () =0.

La fonction a : x +— i est continue sur R’ donc admet des primitives sur cet intervalle dont I'une est
donnée par A : z +— In (x). Ainsi, 'ensemble des solutions de (Fy) est donné par

RY — R
Too={ "0 7 Gt ‘CER}-
Conclusion,
R = R }_ <Ri — R)
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Soient b une fonction continue sur |0;2[ et (E) ’équation différentielle d’inconnue ¢ une fonction dérivable
sur |0; 2[ définie par

veel02l,  2¢/(x) + pla) = b(a)

On note .5 'ensemble des solutions de (E)).

2. On note B une primitive de b sur ]0; 2[. Soit ¢ une fonction dérivable sur ]0; 2[. Notons

10;2] — R

%o - 1

Par la question précédente, on sait que ¢ est une solution de I’équation homogene associée a (E)

0:2] —» R
Soit A : 10;21 L, ) qui est bien définie car pour tout x € |0;2[, py(x) # 0. De plus en tant que
®o()
quotient de fonctions dérivables sur ]0;2
)

10; 2] et pour tout = € ]0;2[, p(z) = A(z

[ dont le dénominateur ne s’annule pas, A est dérivable sur
@o(z). Des lors, on a

1 b
¢ solution de & Va €105 2], o' (x) + = p(z) = bz)
T T
/ / 1 b(x)
& Veeln2l,  A(@)eo() + @) po(e) + - Al) polz) = ==
/ / 1 b(x)
& el N@el) +A@ (e + 1 eo@) =2
=0 car ¢ solution homogene
N b
& vV € 10;2], (z) = (z)
T T
& Va €]0; 2], N(x) = b(z).
Puisque B est une primitive de b sur |0; 2] :
y solution de & 3C € C, Vz € ]0;2], Az)=B(z)+C
B C
& IR Veclnd,  plx) = Aa)polr) = 2T
Conclusion,
10;2] — R
yE:{ N B(zg_,_c CeR;.
. ]0; 2[ - R . C 28 v2 3 9 25
. Soit by : RN 1 Soit A le discriminant associ¢ & X* —5X —1.Ona A= 3 +4= .
xQ—%m—l'
3.5 3_5
Donc les racines de X2 — %X — 1 sont 2;2 = % =2et 252 = %2 = —%. Puisque —% < 0. On en
déduit que
vr €]0;2[, 2% — %x— 1 #0.

Donc la fonction by est bien définie et méme continue sur ]0; 2[. Ainsi,

‘la fonction by admet des primitives sur |0; 2[. ‘

De plus, pour z € ]0;2[, on a
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Par le théoréme de décomposition en éléments simples, on sait qu'il existe (a,b) € R? tel que

a b
vV €05 2], bg(x):$_2+x+l.
2

Méthode 1. Pour tout x € ]0; 2],
b

(@ =2)bof@) = —

Donc par passage a la limite quand x — 2,
1
a=—-=-.
24+3 5
L 2[ et

De méme, cette égalité peut s’étendre a 'intervalle ]—5;

1 1 1 a
($+2>b0(x)_$—2_<$+2)x—2+b'

Donc par passage a la limite quand x — —%,

12
=— =—Z.
T2 75
Donc
2/5  2/5
Va €05 2], bo(l‘):m—x+l.
2
Méthode 2. Pour tout x € ]0;2[, on a
bo(2) 1 a(z+3)+b(@—2) (a+ba+9%—2b
0 — — e .
(z+3)(z-2) (z+3)(x-2) (z+3)(x—2)
On note alors qu’il suffit de prendre
b= b=0
(z+ = CL-5|- Lo+ Ly——-1,4
=_bp=2
& {a ,
b: —5
On retrouve bien que
2/5 2/5
Va € ]0;2, bo(x):mKQ—xil.
2

Donc la fonction définie pour tout x € 0; 2],

Bo(x) = % (m(\x ) —In (

wyl)=in(5)

est une primitive de by. Conclusion, ’ensemble des primitives de by est donné par

S

o 10;2[ — Cem
bo = Tz %ln(fo)—FC' < ’

T
T+35
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. j0;2[ — R 5 3 .
4. Soit by : ¢ > 6abo(z) = x276§xl‘71. Posons pour tout = € ]0; 2[, u(r) = 2 — o — 1. La fonction
2
u est dérivable sur ]0; 2[ (et méme sur R) et pour tout = € ]0;2],
3
/
u(x) =2x — .
(0) =20

Alors, on observe que (apres une division euclidienne si nécessaire)

6m:3(2x—3>+9.

2 2
Donc , 0
vV €]0;2], bi(x) = 31;((;) + §b0(x).

Donc, a l'aide de la question précédente, une primitive de by est donnée pour tout x € |0;2[ par

Bu(x) = 31n (Ju(x)|) +§ Y gln (i _5”)

+3
- ln<1—|— x—x)—l—gln(i;z)
—an((e5) -n)+ fm(27)

— 3 < ) 31n(2—x)+gln(2—$)—gln(»’H;)

24 6 1
Eln(Q—x) 5ln<x+§).

Conclusion, ’ensemble des primitives de b1 est donné par

10;2[ - R

. Par la question précédente, B est une primitive de b;. Donc par la question [2.] on a directement,

{}0;2[ ~ R }
S = CeR;.
10;2] - R

N %1n(2—x)+§1n(:v+%)+0
. Soit by : 1 . Soit A le discriminant associé a X2 — 3X+1 onaA=2-4=_-T0.
o= x2—%x+1 4 4
Donc la fonction by est bien continue sur ]0;2[ et admet des primitives sur cet intervalle. Faisons
apparaitre la dérivée de la fonction arctangente. Pour tout x € |0;2[, on a

bo() 1 1 16 1 16 1

o) = 5 = . =_ — = .

e R G T (=) e ()

V7
1

Donc une primitive de by est donnée pour tout x € ]0; 2[ par

16 V7 dr+3\  4VT 4z +3
By (x) = e arctan 77 =— arctan :

Donc par la question [2] dans ce cas,

10;2] — R
yE - 4farctan(4 +3)+C CeR

T d
xT
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7. Rédaction 1. Par ce qui précede, la fonction x +— Blém) est UNE solution de lorsque b = by et

z +— 22@) ot UNE solution lorsque b = by. Donc par le principe de superposition, la fonction

T w est UNE solution de lorsque b = by + bs. Donc a I’aide des solutions de I’équation
homogene données par la question [1.| on obtient que

10;2] — R

<SﬂE = % ln(2—x)+g 1n<x+%)+4—‘7ﬁ arctan(‘l‘f/ts)—i-C' CeR
T T

x

Rédaction 2. Par ce qui précede, By est une primitive de by et By est une primitive de by, donc By + Bs
est une primitive de by + be. Donc par la question 2] on obtient

10;2] - R
SE = N % ln(27:v)+g ln(w+%)+¥ arctan(‘lg\:f?s)JrC CeR
x
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