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Correction du Devoir Maison 5
équations différentielles, matrices, analyse
asymptotique

Du jeudi 09 janvier

Probleme I - Equations différentielles d’ordre 2

Partie 1 : Zigzaguons un zeste parmi ces zouaves de z
On considere ’équation différentielle suivante d’inconnue z une fonction deux fois dérivable sur R.
(F) VieR,  2"(t)—22(t) + 2(t) = >+ 3.
1. L’équation homogene associée & (F]) est donnée par
(Fo) Vt € R, 2'(t) — 22/ (t) + 2(t) = 0.

Son équation caractéristique est donnée par (F,) : r2 —2r +1 = 0 i.e. (r—1)2 = 0. Donc cette
équation admet une unique racine double ry = 1. Conclusion, I’ensemble des solutions de ’équation
homogene(Fp) est

R - R R — R
20 _
(4,B)eR } —Vect< t = et — te )

2. Cherchons une solution particuliére sous forme d’un polyndéme du second degré. Soient (a,b,c) € R?
et 2, : t — at? +bt+c. La fonction 2, est deux fois dérivable sur R et on a les équivalences suivantes :

zp solution de & vVt € R, 2a —2(2at +b) +at’ + bt +c=1>+3
& VteR,  at? +(b—4a)t+2a—2b+c=1t>+3.

Pour que la derniére assertion soit vraie, on note qu’il suffit de prendre

a:l a:1
b—4a=0 <~ b=4a =14
20 —2b+c=3 c=3—2a+20=3—-2+4+8=09.

Donc 2z, : t — t2 + 4t + 9 est une solution de . Conclusion, & ’aide de la question précédente,
I’ensemble des solutions de est donné par

R —- R

yF:{ t = t2+4t+9+ (At + B)et

‘(A,B)ema?}.

Partie 2 : Transformer y en ¢ n’est pas faire fi du probléeme mais bien le simplifier

On consideére I'équation suivante d’inconnue y une fonction deux fois dérivable sur R :

(@) Vo e RY, 2%y (x) — xy/ (x) + y(z) = 0.

*
_>

3. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R% . On pose 1 : *

T

R .
y(z) PUS @ = W‘

121
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(a) La fonction y est deux fois dérivable sur R} et z + 1 aussi (car = # 0). Donc par produit, la

fonction 1) est deux fois dérivable sur R . D’ot,

la fonction ¢ est bien définie et méme dérivable sur R, .

De plus, pour tout z € R, y(z) = z¢)(x). Donc ¢/ (z) = () + z p(x) et v (x) = ¢(x) + p(x) +
x¢'(x) =z ¢ (x) + 2p(x). Deés lors, on a les équivalences suivantes :

y est solution de (|G])

6 VeeRL, 2 (a¢(a)+20() -z (2 p(@) + ¥(z) + 2b(@) = 0
& VeeRL, @)+t =0
o VreR:, cp/(x)—kégo(x):O car z # 0

Posons

(B) VreRL, @)+ @) =0

Conclusion, on a bien

‘y est solution de = @ est solution de . ‘

La fonction a : z — 1 est continue sur R% donc admet des primitives dont A : 2 — In (|z[) = In(x).
Donc I’ensemble des solutions de est donné par

R = R }_{]R’; - R }

Avec les notations de la question précédente, on obtient,

y est solution de & JA € R, Vz € RY, o(r) =

SEIES

& J(A,B) €R?, Vz e R*,  ¢(z)=Aln(|z|) + B
& 3(A,B) € R?, Yz € R*, y(x) = z(x) = Az In(|z|) + Buz.

Conclusion, ’ensemble des solutions de est donné par

RY — R

_ 2
yG_{ x +— Azxln(z)+ Bx ‘(A’B)GR}'

4. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R* . On pose pour tout ¢t € R, 2(t) =y (et).

(a)

La fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R et a valeurs dans R” . Donc par composi-
tion,

’1& fonction z = y o exp est deux fois dérivable sur R. ‘

De plus, pour tout x € R%, on a

1 1 1
yo) == (@), @)= @), () =~y (@) + 52" (In(e)
Des lors, on obtient les équivalences suivantes :

y est solution de (G))

& VeeR, o (;z" (In(z)) — %z' (m(@)) . (12«' (ln(x))) + 2 (In(z)) = 0

& YrxeRL, 2" (In(z)) — 2’ (In(z)) — 2’ (In(z)) + 2 (In(x)) = 0.
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En posant © = e’ i.e. t = In(x), lorsque x décrit R* | ¢ décrit R et on obtient donc
y est solution de & vVt € R, 2(t) — 22/ (t) + 2(t) = 0.

Conclusion,

‘y est solution de & z est solution de (Fp). ‘

(b) Avec les notations de la question précédente, par la question

y est solution de (G)
&  F(AB)eER*) VteR,  z(t)=(At+B)é
= 3(A,B) € R?, Yz e RY y(x) = z(In(z)) = (Aln(z) + B)x

Conclusion, on retrouve bien que l’ensemble des solutions de (G]) est donné par

RY — R

yG:{ x +— Azln(x)+ Bz

‘(A,B)eﬂ@}.

Partie 3 : Keskecékega ? Une équation fonctionnelle ? ca mord pas au moins ?

On considere I'équation fonctionnelle suivante d’inconnue f une fonction dérivable sur R :

(H) Ve e RY, fl(z)=af (i) .

5. Soit f une solution de . Par hypothese, la fonction f est donc dérivable sur R% . De plus, pour
tout x € R%, f'(x) = «f (%) Or les fonctions x +— x, f et T — % sont dérivables sur R* . Donc par
composition et produit, la fonction f’ est dérivable sur R. Autrement dit : la fonction f est deux fois

dérivable. Dés lors, en dérivant I’équation [H]| on obtient que

wem 0 =7(3) - () =1() -2 ()

Or par I'équation (H|) utilisée avec & = % €R},ona

Ainsi,

On obtient alors que

veeRy, @@ —af @)+ @) =2 (F(3) - @) e (er (1)) + 1@

Conclusion,

‘ f est solution de = f est solution de (G)). ‘
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6. Par la question précédente, si f est une solution de alors f est une solution de . Donc par la
partie 3,
3(A,B)eR?, Yz eRY,  f(z) = Azln(z) + Bz.

Procédons a la synthese et cherchons parmi les fonctions de ce type, lesquelles sont solutions de .
Soit (A4, B) € R? et soit f : x — Azln(z) + Bxz. Alors, f est bien dérivable sur R*. De plus, d’une
part,

Ve eRL,  fz) = Aln(@) + 2% 4 B = Aln(x)+ A + B.
x
D’autre part,
1 1 1 1
Vz e RY, xf () :x(Aln <>+B> = —Aln(x) + B.
x x x x
Des lors, on a

f solution de & Vr e RY, Aln(z)+ A+ B =—Aln(z) + B.

En particulier, pour x = 1, on trouve qu’il faut prendre A + B = B i.e. A = 0. Réciproquement, si
A =0,onabienVz € RY, Aln(z) + A+ B = —Aln(z) + B. D'ou

f solution de & A=0 & Vo € RY, f(z) = Bx.

Conclusion, ’ensemble des solutions de est donné par

RY — R

]R*—>]R>
r — Bz ’

YH:{ 'BER}zVect( +
x x

Probléme II - Matrices

Dans ce probléme, on considere la matrice A suivante :

-7 0 -8
A= 4 1 4
4 0 5

L’objectif de ce probleme est de calculer les puissances de la matrice A de plusieurs fagons différentes.
Partie 1 : Newton ouvre le jeu en travaillant en bin6me

On consideére 1

1. Par définition,

) -7 0 -8 300 L[4 0 -8 -1 0 -2
J:1 4 1 4 |+(0 30 =7 4 4 4 =11 1 1
4 0 5 0 0 3 4 0 8 1
Par suite,
-1 0 -2 -1 0 -2 -1 0 =2
=1 1 1 |x|{1 1 1 ]=(1 11
1 1 1 0
Conclusion,
J2=1
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2. On pose pour tout k € N*, (k) : « J¥ = J ». Procédons par récurrence.
Initialisation. Si k = 1, alors J* = J et donc & (1) est vraie.

Hérédité. Soit k € N*. Supposons & (k) vraie et montrons alors que & (k + 1) est vraie. On a

JHL = ghg=J7=J? par hypothese de récurrence

=J d’apres la question précédente.

Donc & (k + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout k € N* (k) est vraie et donc

gk _ J sik>1
| sik=0.

3. Ona A =4J—3I5. De plus J et I3 COMMUTENT. Donc par la formule du binéme de Newton, pour
tout n € N*,

1¥l:(4]—3Lﬁ”::§:<¢)(4Jﬁ(—3hylk

k=0
=2 (2)4’“( )k
k=0
Zn: ( ) )" b par ce qui précede et car n > 1
(B Qi)
=(=3)" I+ ((4=3)"=(=3)")J
=(=3)"I+(1—(=3)")J

On note que cette formule reste encore vraie si n = 0. Conclusion,

(%) VneN, A" = (=3)"I3 + (1 - (=3)") J.|

4. D’apres la question précédente, pour tout n € N, on a directement

1 00 -1 0 -2
A"=(3)"L+(1—-(=-3)")J=(-3)"[0 1 0)+(1—-(=3)")( 1 1 1
0 0 1 1 0 2
Conclusion,
(=3)"—=1 0 2(-3)" -2
Vn € N, A= 1—-(-3)" 1 1-—(=3)"
(=3)" 0 2-(=-3)"
On contréle son résultat pour n =0 oun = 1.
5. Sin = —1, posons
B=(=3)" Iy + (1 — (—3)")J = —~ Iy + <1+ 1>J— dro
B ’ B 3/7 37 3

521
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On observe que

41
AB = (4 — 3I3) <3J - 313)

16 4
= —J?—ZJ—4J+ 1T
3 3 tis

16 16
= ?J — EJ + I3 d’apres la question 1
=Is.

Par conséquent, on en déduit que A est inversible. De plus,

41 _ _
ATM =B =g gl =(-3) "+ (1-(=3)7")

Conclusion,

’ (%) reste valable pour n = —1. ‘

Soit p € N*.
Méthode 1. Posons

By, =(-3)PIz3+ (1—(-3)7")J = ng, + (1 - ) J.

(=3) (=3)P
Alors, par la question [3]on a
APB, = ((—3)PL + (1 — (=3)") J) ((_13)1)13 + (1 _ (_13),,> J)
=I3+ (=3 -1)J + <(_g>p—1>J+ (1—(_13)12—(—3)p+1> J?
1

1
=15+ <(—3)p + = 2) J + (2 e (—3)p) J? d’apres la question 1, J* = J

— I,

Donc AP est inversible et A™" = B, = ﬁ[g; + (1 — (ji)p) J. Donc (%) est encore vrai pour tout
n = —p € Z \ N. Conclusion,

‘ (%) reste valable pour tout n € Z. ‘

M¢éthode 2. D’apres la question précédente et la formule du binéme de Newton, applicable car I3 et J
COMMUTENT, on a

k=0 3
1\? 4k -1 p—k
= <—§> I3 + kzzzl Z) <3p)J d’apres la question 2
IV (@1 - (1
= <—3> I3+ 30 J
1\? 1\?
= (‘3) s+ 1‘(‘3) )J

Ainsi (%) est encore vrai pour tout n = —p € Z \ N. Conclusion,

‘ (%) reste valable pour tout n € Z.

/o1
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Partie 2 : Euclide reprend P’avantage en divisant I’équipe adverse

7. On a les égalités entre matrices suivantes :

-7 0 -8 -7 0 -8 -7 0 -8
A21924=( 4 1 4 | x| 4 1 4 |+2( 4 1 4
4 0 5 4 0 5 4 0 5
17 0 16 14 0 -16
=[-8 1 -8)+| 8 2 8
-8 0 -7 8 0 10
300
={0 3 0
00 3

Ainsi, ‘AQ +2A =313 ‘ En posant | P(X) = X? 42X — 3|, on observe bien que P(X) est

‘un polynoéme annulateur de A‘ : P(A) =0s.

8. Par la question précédente, A (A + 2I3) = 3I3i.e. A [% (A +2I3)] = I3. Donc ‘A est inversible | et

Yix s,

1
A7l = 3 (A+2) =P (A), avec P (X)= 3

9. Soit n € N. Par la division euclidienne pour les polynomes, il existe () et R deux polynomes tels que
X" = Q(X)P(X) + R(X),
avec R un polynome de degré au plus 1 : il existe (a,b) € R? tel que R(X) =aX + b :
X"=Q(X)P(X)+aX +b.

On note que 1 et —3 sont les deux racines de P (faire un discriminant si besoin) : P(1) = P(—3) = 0.
Donc en évaluant 1’égalité précédente en 1 et en —3, on a

{ Q(l)x04+a+0bd N {1:a—l—b
(=3)"=Q(-3)x0—3a+b (=3)"=—-3a+b

b=1—-a
=
(3)"=-3a+1-a=1—-4a

3+(=3)"
N {b — (4 )
1-(—3)"

a = 1

Donc pour tout n € N, le reste de la division euclidienne de X™ par P(X) est

-3 3 ()"

R(X) = — 1

10. D’apres les questions précédentes, on a pour tout n € N,

1—(=3)" 3 -3)"
A" = Q) P(A)+R(4) = L, 3,
:()3
:1_(4_3) 4 1 4 +3+(43) 010
4 0 5 0 0 1
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Conclusion,

—142(=3)" 0 —2+2(-3)"
A= 1—-(=3)" 1 1—(=3)"
1—(=3)" 0 2—(=3)"

On retrouve bien le résultat de la question [

Partie 3 : Gauss se pose en pivot du match

x
Soient A € R et (Sy) '’équation suivante d’inconnue X = |y| € R3 :
z

(S)\) : ()\Ig - A)X = 0R3'
On note .#) l'ensemble des solutions de (S,).

11. On a les équivalences suivantes :

A0 0 -7 0 -8 T 0
S e 0XxO0)—(4 1 4 < |y| = o
0 0 A 4 0 5 z 0
A+7 0 8 E: [0
o 4 A-1 —4 )|yl =10
4 0 A-5) 2] o
A +T7)x + 82 0]
& —dr+A-1)y—4z | = |0
—4z 4+ (A=5) 2z 0]
A+7)x+82=0
& —4dr+(A—-1)y—42=0

—4x+(A=5)z=0

On applique alors naturellement le pivot de Gauss en gardant en téte que z, y et z sont nos inconnues
tandis que A est un parametre fixé. On a alors les équivalences suivantes :

—4x+(A=5)z=0
(Sx) & —dr+(A-1)y—42=0 Ly < L3
A+7)x+82=0
—dx+(A=5)z=0
A=1Dy+(-4—-X+5)z=0
(s + (,\+7L‘(A—5))Z _0

L2<—L2—L1
Lg(—Lg—F%Ll

—4dr+(A=5)z=0
{(Al)y+(1>\)z0
3240N2 42035, _
4
—4x+(A=5)z=0
{(Al)y—f—(l)\)zo L3 < 4L3
(A2 +2X-3)z=0
—dx+(A=5)z=0
{(Al)y—l—(l/\)zo
A=1)(A+3)z2=0

/o1



Mathématiques PTSI, DM5 Cor 2024-2025

12.

Premier cas, supposons A € R\ {—3;1}. Dans ce cas, on a

—4x 4+ (A=5)z=0

(Sy) & A=Dy+(1=XNz=0 Lgemm car (A =1)(A+3)#0
z=0
—4x =0
& A-1)y=0
z=0
& r=y=2z=0 car A—1#0.
Dans ce cas,
y)\ - {0R3} .
Deuxiéme cas, A = 1. Dans ce cas,
—4xr—4z=0
(S1) & 0= & z=—x.
0=
Dans ce cas,
1 0
ylz{(ac,y,—zv)E]RQ‘($,y)€R2}:Vect 01,1
-1
Troisiéme cas, A = —3. Dans ce cas,
—4x—8z=0 9
r= -2z
(S-3) & —4dy+42=0 & {
y==z
0=0
Dans ce cas, on obtient,
-2

5@32{(—22,42)6]1%2|26R}:Vect 1
1

Conclusion,
{Ops3} si Ae R\ {-3;1}
S=1{(x,y,—x) eR* | (z,y) eR?} si A=1
{(—22,z,z)€R2|z€R} si A=-3

Par la question précédente, on a A\y = —3 et Ao = 1. Donc on a d’une part, Ay +2 X = —3+2x1 = —1.
D’autre part, Tr (A) = =7+ 1+ 5 = —1. Conclusion, on a bien,

M 4229 =Tr(A).|

On dit que A1 et Ao sont des valeurs propres de A. Puisque % est un plan, donc de dimension 2 et
3 une droite, de dimension 1, ce résultat sur la somme pondérée par les dimensions valant la trace
de la matrice est un résultat plus général que vous verrez en seconde année.
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-2 0 1
13. Onposee; = | 1 |,ea=|1| et es=| 0 |.On a les égalités entre vecteurs suivants :
1 0 -1
-7 0 -8 -2 6 -2
Aer=| 4 1 4 11 =1-3|=-3[1] =—3e;.
4 0 5 1 -3 1

Donc (315 — A)e; =0 i.e. e; € .%_3. De méme,

-7 0 -8 0 0 -7 0 -8 1 1
Aeo =1 4 1 4 1| = |1| =eo et Aes=[ 4 1 4 0O[=1]01|=es
4 0 5 0 0 4 0 5 -1 -1
Donc es € 7 et e3 € .F. Conclusion,
Aey = —3eq, Aey = €2, Aes = e3 ie. el € y_g, (62, 63) S ,5”12.

Partie 4 : Un but en diagonale conclut la rencontre

On consideére la matrice P :

-2 0 1
P= 1 1 0
1 0 -1

14. On admet dans cette question que P est inversible. On sait d’apres le cours que Tr (UV) = Tr (VU)
(mais n'est pas égal & Tr(U) Tr(V) en général). Dés lors, en prenant U = P~! et V = AP, on obtient

Tr (P~'AP) = Tr (APP™') = Tr (Al3) = Tr (A).

Conclusion,

Tr (P7'AP) =Tr (A).

15. On a les opérations élémentaires suivantes :

10/]21]
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-2 0 1 1 00
P= 1 1 0 Is=10 1 0
1 0 -1 0 0 1
1 1 0 010
~ -2 0 1 L+ Lo ~11 0 O Ly < Lo
“\1 0 -1 Z\o0 0 1
1 1 0
~l0 2 1 Lo < Lo+ 2L, ? ; 8 Lo+ Lo+ 24
Z 0o -1 -1 L3<‘L3*L1 z 0 —1 1 L3<_L3_L1
1 1 0 0 1 0
“\o 2 1 “\1 2 o0
1 0 0 1 0
|0 -1 L3 + L3+ 2L, ~|o -1 L3+ L3+ 2L,
0 0 1 0 2
1 1 0 0 1 0
~ 0 —1 0 LQ%LQ—Lg ~ -1 -1 -1 LQ %LQ—Lg
“\o 0 -1 “\1 0 2
1 0 -1 0 -1
~10 —1 0 Ly« L1+ Ly :(Vf -1 -1 -1 L1+ L1+ Lo
“\o o -1 10 2
-1 0 -1
(1) (1) 8 LQ — —L2 ~ 1 1 1 L2 <~ _LQ
<z 00 1 L3+ —Lj Z 10 -2 Ly <+ —Lj
N’oubliez pas de vérifier votre résultat.
On a donc montré que P > I3, donc | P est inversible | de plus, on a
-1 0 -1
Prl={(1 1 1
-1 0 -2
16. On a
-7 0 -8 -2 0 1 -1 0 -1 6 0 1 -3 0 0
PlAP=P71| 4 1 4 1 1 0 )=1 11 -3 1 0 )=(0 10
4 0 5 1 0 -1 -1 0 -2 -3 0 -1 0 0 1
Conclusion, on obtient
-3 00
D=P1'AP=( 0 1 0
0 1

On retrouve les valeurs propres Ay et Aa...

De plus,

Tr(D)=-3+1+1=-1=Tr(4),]

ce qui est bien cohérent avec la question [14]

17. En multipliant & droite par P~! et & gauche par P, on sait alors également que A = PDP~1.

11/21
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18.

19.

On pose pour tout n € N, Z (n) : « A" = PD"P~! ». Procédons par récurrence.
Initialisation. Sin =0, on a PD"P~! = PI3P~! = I3 = A°. Donc 2(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que & (n) = £ (n+1). Supposons & (n) vraie. Montrons alors
que & (n+ 1) est vraie. On a
Al = A"A = PD"P'A par hypotheése de récurrence
=pDp"P~'PDpP!
= pp"DpP!
=pp"tip~t

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N,

A" = ppnp1

Ona A= PDP~'. Or D est une matrice diagonale avec des coefficients diagonaux non nuls donc D
est inversible et

-3+ 00

D=0 10

0 01

Donc A est le produit de trois matrices inversibles. Donc A est inversible et

A= (ppP Y ' = (P 'D'P T =PD P,

Conclusion, |le résultat est encore vrai pour n = —1 ‘
00
Soit n € N. Puisque D" = 1 0),ona
0 1
=-3)" 0 0 -1 0 -1 -2 0 1 —(=3)" 0 —(-3)"
A"=P 0 10 1 1 1 |J=11 1 0 1 1 1
0 0 1 -1 0 -2 1 0 -1 -1 0 -2

On retrouve a nouveau le résultat précédent :

2(3)—102(3) )
VneN, A"= —(=3)" 1 1-(=3)"
—(=3)" 0 2—(=3)"

Exercice III - Analyse Asymptotique

. Soit f : xH& Pourtout:cE]R\{ } on pose h = x — 5. Alors,
2
. o~ COS(%+h) 1 esin(h) _q
f@) =1 (5+ h h
: _ h3 u w2 ud | ut 4 _ h3
Or sin(h) o h—"%c+o0 (h*). De plus, e o I4u+Y% 4%+ 40 (u*). Posons u(h) o h—"c 40 (h%).
h£0 h£0
Alors,
° u(h) — 0
h—0
h#0

12/21
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e De plus,
h3 h3
2 _ _n 4 _n 4
uh? = ("2 w0 ) (n-" v o))
h£0
) 1o (b h A A
= () o (1) o (1)
h£0
_ 2 4
h—0 3 +o (i)
h£0
o Puis,

3

o 2 =12 509) 2+ )

= h*+o(h").
h—0
h=£0

o Puisque u(h) o h, alors u(h)* ~ h*ie. u(h)* o ht + o (h?).

— h—0 —
h£0 h=£0 h=£0
e L 4y — 4.
nﬁn,o(u(h))h_mo(h)
h£0
Ainsi,
h3 1( h4 > h3 ht
u(h) _ _n a L2 N 4 n- AL
e %281+h o)+ PP - F o))+ 5 +o (W) + 55 +o
h?  3n4 A
=1 Lo
e e L)
h£0
h2 h4 A
=1 o .
o +h+2 8+o(h)
h£0
D’ou,
f(f+h) I R T el st (09 Rt how
2 h—0 h h—0 h h—0 2 8

he£0 h=£0 h£0

Autrement dit

(a) En particulier, on a f(x) ~ 1. Autrement dit,
xT—r

g
lim f(z) = 1.
T3

Par conséquent,

(k) +o (1)

. A 7z . . /. 7T
la fonction f peut étre prolongée par continuité en 5 par f (

2

”):1.

13/21
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(b) Puisque le fonction f admet un développement a ’ordre 1 en 7 donné par

f () 1+x;g+0($—ﬂ>.

. 2

(ME

On en déduit directement que

1
La fonction f est dérivable en g et f/ (g)

(¢) Toujours a l'aide du développement limité, on en déduit que la courbe représentative de f admet
une tangente en § d’équation

2

y=1+

s
2

De plus, on a

Et donc

2 z 8
(=-3)°
Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré et ——>~ < 0 en %Jr et
3
. =7 _ .
au contraire —% >0 en 5. Conclusion,

, . T+ us
La courbe représentation de f est en-dessous de sa tangente en — et au-dessus en —

2. On sait que e = 14+ u+ % + o (u?). Posons u(z) = L. Alors, u(z)
u—0

— 0. Donc

T—+00
JRUCH
De méme, —— =

- 1t to( )
votoo Lz 202 T O\Z2)
1—u , .

. 1+ u+u? + o (u?). Donc, toujours avec la notation u(z) = 1
u—r

=2 ona
111 1(1+],+ L, (1)>
$—1_$1—%I—>100$ 2 T 0\2) )

Par suite,

)

T—4-00 CL’[l +% +23162 +o (a:%)
+1 43% +0(%)

+o (5]

Par conséquent,

la courbe représentative de g admet une asymptote oblique en +oo d’équation y = = + 2.
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De plus,

g(z)— (z+2) = 5+0<1> & g(z)—(z+2) ~

z——+o00 20 x z—+o00 2

Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré. Conclusion,

la courbe représentative de g est au-dessus de son asymptote y = x + 2 au voisinage de +o0.

Probleme IV - Analyse Asymptotique

1. La fonction sh est continue sur R et strictement croissante sur R, donc par la théoreme de la bijection,

‘Sh définit une bijection de R dans sh (R) = R. ‘

On note argsh = sh™! sa réciproque. L’objectif est de montrer Iexistence d'un développement limité de
argsh a l'ordre 5 en 0 et de le déterminer de différentes fagons. Les parties sont indépendantes et, sauf
mention contraire, on ne pourra pas utiliser les résultats de I’'une pour répondre a une autre.

Partie 1 : Faisons connaissance

2. Toujours par le théoreme de la bijection, on sait que

argsh est continue sur sh (R) = ]R‘

et son tableau de variation est donné par

argsh /

3. Puisque argsh est continue sur R elle est notamment continue en 0. Par conséquent, argsh admet un
développement limité d’ordre 0 en 0 donné par

argsh(x) =, argsh(0) +o(1).

r—r

Or on a sh(0) = 0 i.e. 0 a pour unique antécédent 0 lui-méme et donc argsh(0) = 0. Conclusion,

argsh(z) = o(1).

Partie 2 : Un mariage avec sh réussi

On suppose dans cette partie que argsh admet un développement limité a I'ordre 5 en 0, noté

argsh(z) =, 00+ az+ asx® + a3z’ + asx’ + asz® + o (2°) .

4. On sait que la fonction sh est impaire. Donc par symétrie par rapport a la droite y = x, on en déduit
que la fonction argsh est aussi impaire. Par conséquent, son développement limité en 0 n’admet que

des puissances impaires i.e.

‘a0:a2:a4:0.‘
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5. Au voisinage de 0, on a

3 0

X
@) 5,0+ 75 g o)

Or pour tout = € R, on a argsh (sh(z)) = z, donc

x> ad 3 b 5
argsh( +F+ﬁ+ ( ))I: x+—+——|—o($).

Posons u(x) = x + % + % + o0 (z°). Alors, on a

o u(x) - 0,

e De plus,
2= (a4 B+ to(a®) (a4 %+ 55 +o(a”)
ijxQ ~l—% +o (2°)
o)

o
+o (2°)
22 + % +o0 (:c5) .

x—0

e De la méme facon,

ill

o B4 o6) (5 ()
z +o (a”)

+o («9)
to (a°)

$30$3+%5+0($5).

3 z5
0 +3
CC

T

41l

T

e Mais encore,

u@ = uePue? = (2 + 240 () (245 +0(0))
= 2" +o0(z°) +0(z°)

z—0
_ 4 5
0 T +o (x ) .
. 2’ . 5 5 = _ 5 5
o Puis comme u(z) 3, Loonen déduit que u(x) L e u(z) S, to (z°).

« Enfin, o (u(z)®) = o(a?).

z—0

Or argsh (u) =, G + agu® + asu’ + o (u5) Par conséquent,
u—r

argsh (sh(z)) = argsh (u(z)) = argsh (JU + L; + % +o (x5))
= aflr +% 4L 4o

z—0 ( )
+ag[z? +%5 +o () ]
+as[z® +o (x5)]
)

a1+6a3 3+ a1+60a3+120as 5+0
:v~>0

16 /21
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Or nous avons aussi montré que argsh (sh(z)) =« =,%to (2°). Donc par unicité du développement
T

limité, on en déduit que

al =1 al =1
w5 =0 < a3 = —ga1 = —g
al—&-GOtf%a-lQOas =0 as = _ﬁ (al + 60@3) 120 (1 — 10)
Conclusion,
3
T 325
argsh(a) = @ =5+ Gy +o(@).

Partie 3 : Parce que ch est jaloux

On suppose toujours que argsh admet un développement limité a 'ordre 5 en 0 donné par

argsh(z) =, “e + a3z + azax® + o (x5) .

r—r
6. Pour tout u € R, on sait que ch?(u) = 1+ sh? (u). Donc pour tout z € R,
ch? (argsh(z)) = 1 4 sh? (argsh(z)) = 1 + 22 car argsh = sh™ 1.

Or pour tout u € R, ch(u) > 1 > 0. Ainsi,

Vz € R, ch (argsh(z)) = +v/1 + 2.

7. Puisque z2 — 0, on en déduit que
z—0

2 1/2)(—1/2 1/2)(—1/2)(-3/2
VI = 14D WRACY) L (DCDE) 6 )
x—0 2 2 6
Conclusion,
ac2 .%'4 :L'6

Vida? = 14— —— 4= 6

ta? = 1+ 5 g to(e)
8. On a

ch (argsh (z)) =, ch (z + azz® + azx® + o (z°)).

xT—r

Or ch(u) + % + 4 + 255 + o (u®). Posons u(x) o T+ ase’ +asz + 0 (2°). Alors,

u—0 r—

e De plus,
u(z)? =, (z+ azz® + azz® + o (2°)) (z + as2® + asa® 4 o (2°))
= 2% +azz® +asz® +o(a%)
z—0

+agz? +a3x® +o (29)

+a5:c6 +o (2°)

“+o0 :L’G)
o 2% 4 2a3z* + (2a5 + a3) 20 +0 (266)
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e De méme,

u(z)t = u(z)?u(z)?
= (3:2 + 2a3x4 + (2a5 + ag) 2% 40 (xﬁ)) (:c2 + 2a3934 + (2&5 + a%) 2 +o0 (336))

z—0
= 2t 4+ 2a3336 + 2a3x6 +o0 (mﬁ)
z—0
4 6 6
— 4 .
S, & tdagr + 0 (2°)
. - ~ 4 6 6 6 _ .6 6
Puisque u(z) 3, Loonen déduit que u(x) T e u(z) ST to (°).
« Enfi ) = 6).
nfin, on a o (u(z)%) g;_>00($ )
Ainsi,

ch (argsh(z)) =, ch (u(x))
o 1+ %[z2 +2azxt  + (2a5 + a%) 2% 4o
+o [zt +daga® +o
+7352° +o
+o

Or on a vu que
22 ozt b

-/ 2 — Tz 4 6
ch (argsh(z)) =1+ = w:01+2 8+16+0(m).

Donc par unicité du développement limité, on obtient que

On obtient alors,
45 -1 1 1 11 1 22+5 27 3

05 = 16 %45 36x2 36 4x45 2x36 S8x5x9 8x5x9 40

Ainsi, on retrouve le résultat :

Partie 4 : En laissant couler (ou dériver quoi) les choses s’arrangent

9. La fonction sh est dérivable sur R et pour tout x € R, sh’(x) = ch(z) > 0. Donc la dérivée de sh
ne s’annule pas sur R. Ainsi, par le théoreme de la dérivabilité de la réciproque, on en déduit que

argsh est dérivable sur R‘ et pour tout x € R,

~ sh’ (argsh(z))  ch(argsh(z))’

argsh’ ()

Donc par la question [6.| on obtient,

1
Vx € R, argsh’ (z) = Nt
x
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10.

11.

SoitneN,n>1.0na deJa vu a la question précédente que argsh est dérivable sur R. De plus pour

tout x € R, argsh’(z) = \/T Or pour tout € R, 1+ 22 > 0. Donc la fonction z \/T est

définie et méme de classe €' (car n > 1) sur R. On en déduit donc que argsh est de classe €"
sur R. Notamment de classe 4! et donc de classe 4 (continue). Donc pour tout n € N, argsh est de
clagsse €. Conclusion,

‘Pour tout n € N, argsh admet un développement limité a 'ordre n en 0. ‘

Soit n € N, on a

1 1o (=1/2)(=3/2) 4 (—1/2)(=3/2)...(— (2n— 1)) o, .
Vg 2t Ty " P 4o (a77)
:ciO 1-— §x2 + §x4 4+ 4 (_1)n Hkn;'lx% +o (xQn) _

Or argsh est une primitive de x — \/T sur R. Donc par le théoreme d’intégration des développement

limités, on obtient que

.’E3 3.’E5 n HZ;% k
argsh(z) = argsh(0)+2z— —+ —+---+(-1) n!(2n +1)

2n+1 2n+1
= R x + o (z?"Th).

Or argsh(0) = 0. Conclusion,

3 5 n—1
x 3z [To=: k
h — _ - o . -1 n k=1 2n+1 2n+1 )
argsh(z) = @ T +(-1) Aen " +o (x>
En particulier, si n = 2, on retrouve une fois encore
3 5
x 3x 5
&rgSh(CU) xzow_ F—FE—FO(% )

Partie 5 : Finalement ce n’était qu’un logarithme qui ne s’assumait pas

12.

Soit y € R. On a alors les équivalences suivantes :

y = sh(x) & y:% & 2u=¢e"—e ",
Posons X = €*. On a alors,
1
y = sh(x) & 2y:X—§ & WX =X? -1 car X =€ #0
& X2 _2yX —1=0.

Soit A le discriminant associé : A = 4y? +4 =4 (y2 + 1) > (). Par conséquent,

2y+\/4(y +1) —y+ \/yT

y = sh(x) & ou

2y—+/4(y%+1
X:yf@):y— /2 + 1.
Or 14+y? > 9%, donc /1 + 92 > /92 = |y| > y. Ainsi, y—/y2 + 1 < 0 mais y++/1 + 32 > y+|y| >

Or X =e” > 0. Par conséquent,

y = sh(z) < X=y+vVy*+1 & :L‘zln(y—l—\/gm).

Conclusion,

y = sh(x) & $:1n(y—|—\/y2—|—1).
19
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13. Soit (z,y) € R, puisque argsh™! =sh, on a

x = argsh(y) And sh(z) =y & z=In (y +Vy2+ 1) .
Autrement dit,

Vy € R, argsh(y) = In (y +Vy2+ 1) )

Or Iy? = 1+ 3y” + WA Lo () = 1+ L% 4o (y). Alors,

y—0 2 8
vy
argsh(y) So In (1 +y+ 5 T8 +o (y5)) .
Or In (14 u) ol “2—2—|—%3 - “7:14—%5 + o (u®). Posons u(y) yjoy—l—% - y84 +0(y°). On a alors
* u(y) Al
e De plus,
2 4 2 4
u(y)® =, (v+%-L+0(1”) (y+% - % +0(%))
3 5
SV e —§ +o(y’)
3 4
V()
—§5 to(y)
+o (y5)
SV = o(y)
e Puis,
2 4 4 5
) =z, W+ = o) (P +y 5 - 4o ()

e Mais encore,

u(y)? ys0 (y + % - % +o0 (y5)) (y3 + 3‘12/4 + BZS +o (?/5))
=0t o)
+75 +o (y5)

o o).

. 4 Jaa2 5 5 _ .5 5
o Puisque u(y) o y, on en déduit que u(y) o y° et donc u(y) o y°> + o (y )

o Finalement, on a o (u(y)S) = o0 (y5)
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Ainsi,

Conclusion,

yiO 4 _|_3/7 _% +o (yS)
4 5
el A S R X )
O i AR
-yt +20° 4o (y0)]
+2ly° 4o (y°)]
+o (y°)
3 5 5 5 5
yjoy—%+%+%—%+%+o(y5)

_ 3 (5+10—20+8)y® 5
Sov 5 P 0 ()

on obtient une fois encore,

argsh(y) yj y—"—+—+o (y5) .
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