Mathématiques PTSI, DM7 Cor 2024-2025

Correction du Devoir Maison 7
Continuité-dérivabilité, suites et
polynoémes

Du jeudi 13 février

Probléme I - Continuité-dérivabilité

Partie 1 : Fifi a la classe

On définit

|-m7] — R

cos(x)

Q- I - arctan(z) six #0
1 sixz =0.

1. Montrons que ¢ est continue sur |—7; 7[. Les fonctions cosinus, sinus et arctan sont continues sur R

donc sur |—m; 7[. De plus, pour tout x € |—m;0[ U ]0;7[, sin(z) # 0. Donc par quotient et produit, ¢
est continue sur |—m; 0[ U |0; 7[. Etudions la limite en 0. On sait que

sin(x) o arctan(z) ot et cos(z) = 1.
Donc par quotient,
1
x) = —x=1
z—0 x
z#£0
Ainsi,
lim p(z) =1 = ¢(0) par définition.
=

Donc ¢ est continue en 0. Conclusion,

‘la fonction ¢ est continue sur |—; 7r[‘

On note que |—m; 7| est centré en 0. De plus, pour tout = € |—m;7[, si x # 0, —z aussi et donc

—X :MBIC&H —T) =
p () = o arctan ()

cos(z)
—_— = t =
S8 (—arctana)) = ola),
par imparité de sin et arctan et parité de cos. Si z = 0, ¢(—x) = ¢(0) = ¢(z). Donc dans tous les cas,

Ve €|-mn[,  p(-z)=¢).

Conclusion,

’1& fonction ¢ est paire. ‘
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3. Les fonctions cos, sin et arctan sont dérivables sur |—m; 7[\ {0} et sin ne s’annule pas sur cet ensemble
donc ¢ est dérivable sur cet ensemble et

. by (cos(x)Y cos(x) ,
Vo € |—m;w[\ {0}, o(x) = (sin(x)) arctan(z) + Sin(2) arctan’(z)
_ = sin?(x) — cos?(x) cos(z) 1

t
sin?(z) arctan(z) + sin(z) 1 4 22
cos(z) 1

sin(z) 1 4 22

1
= ———— arctan(z) +

1+ 22

)
= — (— arctan(z) + cos(z) sin(x) ! ) car sin(z) # 0
(

s 112 arctan(x)) .
x

Conclusion, on observe bien que

1 <2sin (2z)

sn2(2) \2(1+22) arctan(:p)) .

Vr € ]-m; [\ {0}, ¢'(x) =

4. On sait que sin (u) = u— %3 +o0 (ug) Donc en posant ©w =2z — 0, on a
u—0 z—0

Donc

D’autre part, - = 1 —u+ o(u). Donc en prenant u = z° 2 0, on a également
T—

B N

1
m$301*$2+0($2).

Par produit,

sin (2z) 2 3 2 2
501+ 29) $:>O( —|—0(x))(1 T +O(ZE))
sz x —:U33 +o ($3)
2o (a)
+o (z%)
3
ij N 5% * (.TS) ’
Enfin,
arctan(z) =03 + 0 (2?)
Donc par différence,
) —arctane) = 5= 4o ()~ (2= 5 +0(0)) =, 4o ()
(1 + 27) arctan(z) = x— —-+o(z v tolr)) =3 .
De la, on en déduit que
sin (2z) tan(z) _47333
301+ 27 arctan(z) ~ ——
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Inutile de faire le développement limité de m Nous avons directement, sin(z) ~ z. Donc par

. x—0
passage a la puissance —2,
1 1
~ —5.
=0 12
x7#0

() 1X<4x3>_ 4w
(pxx—>0;l’,'2 3 N 3

z#0

sin?(x)

Finalement, par produit,

5. D’apres ce qui précede, on sait que ¢ est dérivable sur |—m; 7|\ {0} et par la question précédente,

4z
l = ] _——_— =
sy () =y g =0
x#0 40

De plus, ¢ est €' sur |—m;7[\ {0} comme produit et quotient de fonctions qui le sont et dont le
dénominateur ne s’annule pas. Ainsi,
o pest € sur ]-m; 7]\ {0}.
e ¢ est continue sur |—m; 7| (par la question [2)).
o lim ¢/(x) existe et vaut 0.
x—0

x#0

Donc par le théoréme de prolongement %', on en déduit que ¢ est €' en 0 et ¢'(0) = 0. Or ¢ est
aussi €' sur |]—m;7[\ {0}. Conclusion,

@ est €1 sur |—m; 7.

De plus on a ¢(0) =1 et ¢'(0) = 0. Ainsi, ¢ admet une tangente horizontale en 0 dont I’équation est
donnée par

y=1.

6. On obtient le graphe suivant

4
B /\ .
1 As jus 1
1 2 2 1
1 1
1 1
1 —1 1
1 1
T T
1 1
1 __2 1
1 1
1 1
i i
1 1
t 13 t
1 1
1 1
1 1
1 1
T —4 T
1 1
1 1
1 1
1 1
1 5 1
1 1
T T
1 1




C
o
e Mathématiques PTSI, DM7 Cor 2024-2025

Partie 2 : Pour partir loin en un temps fini, il vaut mieux courir vite

Soit f une fonction dérivable sur |—m; 7| telle que 1_i>r£1 f(z) = lim f(z) = —oco et f(0) =1.
7. On sait que Li\IEl f(z) = -0 ie.
VAeR, In>0, Vz € |-m;—7 + 1], f(z) < A

En particulier pour A = 0, on obtient qu’il existe n > 0 tel que pour tout x € |—m; —7 + 1|, f(z) < 0.
Posons @ = min (—7 + 7, —1), alors a € |—m;0[ et pour tout € |—m;—7m +n[, on a x € |—m;a| et
donc f(x) < 0.

De méme, lim,_,, f(z) = —oo donc pour A = 0, il existe b € |0;7[ tel que pour tout =z € |0; 7,
f(z) < 0. Conclusion,

‘El(a,b) €|-m0[ x |0;7[, Vx € |-m;a[U]b;7[, flx) < O.‘

8. Montrons que [0;1] C f (]—m;7[). Soit = € [0;1]. Par la question précédente, on a f(a) < 0. Donc
fla) <0<z <1 = f(0).

Or la fonction f est dérivable et donc continue sur le segment [a; 0]. Donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires,

Ja € a:0], z=f(a).

En particulier,
da € |—m;y 7], x=f(a).

Par conséquent, = € f (]—m;x[). Ceci étant vrai pour tout = € [0; 1], on en déduit que

0;1] € f(-m;7]).|

9. La fonction f est continue sur |—m; 7| donc sur le segment [a;b] C |—m; w[. Donc par le théoréme des
bornes atteintes :
Jzg € [asb], Vo € [asb],  f(xzo) = f(a).

En particulier, puisque 0 € [a;b], f (z9) = f(0) =1 > 0. Or on sait que pour tout x € |—m;a[ U |b; [,
f(z) <0 et donc f(x) < f(x0). Ainsi

dxg € [a;b] C |—m;7[, Vo € |—m; 7], f(z) < f(=0).

Conclusion,

‘1a fonction f admet un maximum sur |—m; 7. ‘

Et celui-ci est atteint sur [a;b].
10. On suppose que f’ est bornée sur [0; 7] : il existe M € Ry tel que pour tout = € [0;7[, | f'(z)| < M.

(a) Soit (x,y) € [0;7[%,  # y. Alors, puisque la fonction f est dérivable sur |—;7[, on en déduit
que f est continue sur [z;y] (ou [y;x]) dérivable sur |x;y[ (ou |y;z[). Donc par le théoréme des
accroissements finis,

Je € Jusyl (ouly;al),  f@) = fly) = f()(@—y).

Donc
[f(z) = fW)l = f' (O] lz -yl < Mz —y| car ¢ € |z;y[ C [0;7].
L’inégalité étant encore vraie pour = =y, on a
V(z,y) €0, |f@) = fy)l < Mz —yl.
Conclusion,

‘la fonction f est M-lipschitzienne sur [0;71'[.‘

ViE
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(b) Soit x € [0;7[. Par la question précédente, on a

[f(x) = FO)] = [f(z) =1 < M|z = 0] = M |z] < M=

Donc
Vo € [0; 7], flz)=1>-Mnr < f(z)>1— Mnr.
Donc la fonction f est minorée sur [0; 7[. Or hm f(x) = —o0 ce qui est contradictoire. Conclusion,
CU<7T

‘La fonction f’ n’est pas bornée. ‘

Probléme II - Suites numériques

On pose pour tout = € R,
flx) = (:E2 + 1) e "
Partie 1 : Commencons par faire fonctionner la fonction
1. La fonction f est une fonction bien définie et méme deux fois dérivable sur R. De plus,
Vx € R, f’(x):(2x—x2—1)e_x:—(a:—1)2e_x.
Puis,
Vo € R, fla)=(-2z+2+2>—22+1)e "= (2 -4z +3)e "

Soit A le discriminant de X2 —4X + 3, on a A = 16 — 12 = 4. Donc les racines associées sont
ri =242 =1etry = 42 = 3. Ainsi f” est strictement positive sur ]—oo; 1[U]3; , +00] et strictement
négative sur |1; 3[. Donc f est strictement croissante sur |—oo; 1], strlctement décroissante sur [1; 3]
et strictement croissante sur [3; ,+o0o[. De plus on a les Valeurs suivantes :

lim f'(z) =—o0, f/(1)=0, f'(3)=-4e3  lim f'(z)=0 (par croissance comparée).

T——00 T—>+00
Enfin f’ est strictement négative sur R\ {1} donc f est strictement décroissante sur R et

lim f(z)= +o0, f(0) =1, f(1)=2e71, lim f(z) =0 (par croissance comparée).

T——00 r—r—+00

Conclusion, on obtient :

x —00 1 3 +00
0 0
f/ / \ /
—00 —4e3
|
T —00 0 1 +00
+0oo —_—
\ J—
f 2e 1\
0

2. La fonction f est strictement décroissante et continue sur R. De plus

lim f(z)=+o00 et lim f(z)=0<1.

T——00 Tr—-+00

Donc par le théoreme de la bijection, |il existe un unique réel z € R tel que f(z) =1 ‘ Comme f(0) =

1, | cette unique solution est atteinte en x = 0 ‘

JE
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3. (a) Soit g : # — f(x) — x. La fonction g est définie et continue sur R. De plus f est strictement
décroissante sur R, z +— —xz est strictement décroissante sur R, donc par somme, la fonction g
est strictement décroissante sur R. Enfin, on a

lim g(x) = +00+ 00 = +00 et lim g(z) =0—o00= —o0.
r—r—00 r—r+00
Dong, par le théoreme de la bijection, ‘il existe un unique réel ¢ € ]R‘ tel que g(¢) = 0 ie.

‘tel que f(£) = 6‘.

(b) Avec les notations de la proposition précédente, on a

1(3)=1(3) -3

5e~1/2 2
B 4
5-2 5-2v3
= ve V3 o (car 25 > 12 = (2\/3)2)

et

g(l):f(1)71:2e_171:§—1<0.

Donc g (%) >0=g(¢) > g(1). Donc par la stricte décroissance de g sur R, | £ € ]1/2; 1]

4. La fonction f’ est strictement croissante sur [1/2; 1] et

/ o 1 2 —1o 1 —1o 1 / o
f(1/2)——<§—1>e 2——Ze 2——4—\/é et fi(1)=o.

Donc, pour tout z € [1/2; 1],

1 y y 1
—mgf(x)go = |f(93)|<4—\/6

Autrement dit supe(y /2,17 [f'(£)] < 47\1/6‘ Soit (x,y) € [1/2; 1]?, 2 # y. La fonction f est continue sur

[z y] (ou [y; x]), dérivable sur |x; y[ (ou Jy; z[). Donc d’apres le théoréme des accroissements finis,
on a

1
|f(x) = f)l < sup |F@O)]]z—yl< sup [f(O)]]z—yl < —=lz—yl,
tele sy te[1/2;1] 4y/e

ce qui reste vrai si x = y. Ainsi la fonction | f est rbé—lipschitzienne sur [1/2; 1] |

5. On sait que
2

e’ = l—x—i—x——i—o(xQ).

z—0 2
Donc
— (2241 (1 a? 2) ) 2) 41 a? 2
f(x)wzo (m + ) —m+?—|—o(:v) = ° +0(x)+ —$—|—§—|—O(l‘).
Conclusion,
= 1— 31"2 2
f(m)$:0 zr+ — +o0(2°)
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Partie 2 : Passons a la suite, cela va sans dire

On définit pour tout n € N, n > 2 et tout = € R,

6.

7.

. 1
fal@)= (2 +1) e " -1+ e

Soit n € N, n > 2. On remarque que pour tout z € R, f,(z) = f(x) — 1+ % Or la fonction f est
strictement décroissante et continue sur R donc f,, est strictement décroissante et continue sur R. De
plus,

1
lim f,(z) =400 et lim fp(z)=—-14+—-<0 car n > 2.
n

Tr——+00 T——+00

Donc par le théoréme de la bijection (encore? oui je sais)

‘il existe un unique u, € R tel que f, (u,) = 0. ‘

(a) Soit n € N, n > 2. Ona f,(00 =1 > 0= f,(uy). Or on a vu que f, était strictement
décroissante sur R. Par conséquent, u, > 0. Ceci étant vrai pour un n quelconque, on en déduit
que

‘VneN\{O,l}, un>0.‘

(b) Soit n € N, n > 2. Par définition, on a f, (u,) =0 i.e.
2 —u 1 2 —u 1
(up +1)e nf1+£:0 & (up +1)e "—1:—;

Alors,

- 1 1 1 n—(n+1) 1
2 U
St (un) (un+ )e +n+1 n+n+1 n(n+1) n(n+1)

Donc
frs1 (un) <0= fn11 (Un+1) .

Donc par la stricte décroissance de la fonction f, 11, on en déduit que

Uy > Un+1-

Ceci étant vrai pour tout n > 2, on conclut que la suite (un)n>2 est strictement décroissante |.

(c) Par les questions précédentes, on sait que la suite (uy,) n>o est décroissante et minorée par 0. Donc
par le théoreme de la limite monotone, on en déduit que (un)n22 converge. Notons a sa limite
(la notation ¢ est déja réservée par I’énoncé). Puisque pour tout n € N, n > 2, on a u, > 0, on
en déduit par passage a la limite que a > 0. De plus pour tout n € N, n > 2,

1
fn (un) = (u% + 1) e ' —1 + ﬁ =0.
Donc par passage a la limite,
(®>+1)e*-1+0=0 <«  f(a)=1

Donc par la question 2] on en déduit nécessairement que a = 0. Conclusion,

(un),=o converge vers 0.

/i3
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8. (a) Soitn e N, n > 2,
2 —u 1 2 —u 1
(up +1)e el o=0 e (up+1)e R e

Orl+ul>1>0e¥ >0et1— % > 0 car n > 2. Donc par composition par le logarithme,

on a
1
Vn € N\ {0,1}, —un—l—ln(l—i—ui) :ln<1— 7).
n
(b) On sait que u,, — 0. Donc u? — 0 et ainsi
n—-+00 n—-+oo
2 _ 2 2
—Up +In (1 + un) e Un +uy, +o (un) .
Mais comme u,, — 0, alors ufl =up X u, = o(uy,). Par conséquent,
n—-+o0o n—-+o0o
—Un +1In (1 +'U/2L) = —Unp +0(U'n,>
n—-+0o
. 2
i.e. — Uy + In (1 + un) o —Up, car Vn = 2, u, > 0.

D’autre part,

—un—i-ln(l—i-u,%) :ln(l——) = _7+0<7>

ou encore

—un—i-ln(l—i-ui) :ln(l—l) ~ —l.
n

Donc par transitivité de ’équivalence, on en déduit que

Conclusion,
1
Up .
" n—+oo n
et par conséquent,
2 1
U, ~ —.
n—-+4oo n2

2

- # +o (%) Or nous avions également établi que

(c) Par la question précédente, on a u;, =
n—-+o0o

1
—un—i—u%—i—o(ui)nﬁioo—un—i—ln(l—i—ui):ln<1—ﬁ>.
Ainsi,
= u 2) (11
unn_;rooun+o(un)—n 0
Fe o) o) - [ o ()
noieo 2 TO\n2) TOz) T I T o
B 1+ 3 n (1)
notoon | 202 O \n?)
Conclusion,
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9. Il est clair que f définie une bijection de R dans R’ par le théoréme de la bijection et donc f 1 est
une fonction bien définie sur RY .

(a)

La fonction f est dérivable sur R. De plus par la question et le tableau de variation, on
remarque que pour z € R, f’(z) =0 < z = 1. Donc pour tout z € RY,

P @)£0 o  fr@#Al e a£f(1) e af2el

Ainsi, pour tout z € J = RY \ {2 e_l}, on a f’ (f_1 (x)) % 0 et donc d’apres le théoréeme de

dérivabilité de la fonction réciproque, la fonction ‘ f~! est dérivable sur J ‘ et

1

veed, (FY) (x)= @)

La fonction f’ est €' sur R en tant que produit d’une fonction polynomiale et d’une fonction
exponentielle et non nulle sur R\ {1}. La fonction f~! est dérivable sur .J. Donc par composition
et quotient, on en déduit que ( f _1)’ est dérivable sur .J. Donc f~! est deux fois dérivable sur
J et notamment 4! sur J. Or nous avons déja vu que f’ est €' et non nulle sur R\ {1}.

Donc par composition et quotient et la formule ( f‘l), = L+ on en déduit mieux : que

f’of71
(ffl), est €1 sur J|.

Puisque ( f _l)l est €1, on en déduit que f~! est €2 sur J et donc notamment en 1. Par consé-

quent, la fonction ‘ f~! admet un développement limité d’ordre 2 en 1 ‘, noté

() =, a+a (x—1)4a(z—1)*+o0 ((x — 1)2) , (ag, a1, az) € R3.

Tr—r
Posons pour tout z € R, u(z) = f(z) — 1. Par la question 5./ on a

2
u(z) T, 3% +o0 (;CQ) :

Donc
u(z) — 0.

De plus pour tout z € R, 1 + u(x) = f(x) € J et
z=f"(f(2) = (1 +u().
D’apres la question précédente,
ta + u) =, %0 + aiu + asu’® 4+ o (u2) )

u—r

o u(x) = 0.

o On a vu aussi que u(x) =, % + o (7).
 Donc u?(z) = z? + o (7).

« Enfin, o (u*(z)) =0 (z?).

Ainsi

r=f114+ul) = a+a <—£L'+ 37362 +o (:U2)> +as (x2 + o0 (2%)) +0(3c2)
z—0 2

_ 3a1 ) 2 2
xzoao—alx—}—(T—&—ag € —l—o(x).

YE
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Donc par unicité du développement limité, on obtient que

3CL1 3
ao ) ai ) az B) 5
Autrement dit,
2
-1 _ U 2
f (1—|—u)u;0 u+ 5 + o0 (u”)
ou encore
3
-1 0 O 12 12
U0 = ~@-D+ 35— +o((x—1)7%).
(e) Par définition de f et de (up),~,, on a pour tout n > 2,
(u2+1)e_“”—1+l—0 & (u2+1)e_“"—1—l
n - n -
n n
1

& flup)=1——
& un:f_1<1—l>.

— 0, on obtient,
n—-+00

e (DAY o)) e e
" p—too n 2\ n n n—too n  2n2 n?/ "

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question [8.¢]:

1

Donc par la question précédente, avec u = —

_ 13 <1>
"otoo n 2n2  O\n2)

Partie 3 : Pour terminer, récurez encore et encore

On définit la suite (vy,), oy par récurrence par vo = 1 et pour tout n € N,
Vny1 = f (Vn) -

10. On note que puisque f est bien définie sur R. La suite (vy),,cy est bien définie. Posons I = [1/2; 1]
et montrons que I est stable par f. On sait que f est strictement décroissante sur R et continue sur
R. Donc par le théoréme de la bijection :

2 5 }
e’ 4yel’
D’une part puisque e < 4, alors % < % D’autre part 25 < 32 donc 25 < 16 x e i.e. 5 < 44/e ou encore

5 . .
v < 1. Ainsi, on a bien

£ = 150): £(1/2)) = |

FD /=T
Montrons par récurrence que pour tout n € N, v,, € I. Posons pour tout n € N, Z(n) : « v, € I ».
Initialisation. On a vog = 1 € 1. Donc £2(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Alors v,, € I. Donc vp41 = f (v,) € F(I). Or f(I) C 1.
Donc vp41 € I et Z(n+ 1) est aussi vraie.

Conclusion,

pour tout n € N, v, € [1/2; 1] ‘

10//13]
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11. Par la question on a déja vu que la fonction f est rbé—lipschitzienne sur . Or on sait également
que pour n € N, v, € I et £ € I. Donc en prenant x = v, et y = £, on trouve que

1

Or f(vp) = vpt1 et £ est le point fixe de f donc f (¢) = £. Conclusion,

1
— < — — .
Vn € N, |Upt1 — €] < /e |v, — ¢|

12. On démontre alors par récurrence que pour tout n € N,

|vp, — €| < <) |lvo — | .

1 1 \" Lo )
Or0< 1/ < 1. Donc (4\/«5) lvo — £| T 0. Donc par le théoréme d’encadrement |v,, — /| e 0.

Autrement dit

lim v, = /.
n—-+00

Conclusion, |la suite (v,),, oy converge vers £ |.

13. Posons pour tout n € N, V,, = (”’f)en et par définition de la domination montrons que la suite (V},),,cy
4/e
est bornée. Par ce qui précede, on a pour tout n € N,
_ | =4 L
V| = T S lvg — /| +— indépendant de n.
(%)
Donc la suite (V) est bornée et par conséquent, v, —¢ = O (( L )n) ou encore
n)neN b q » Un M t00 1/e
1 n
vy, = {+0 <<—) ) .
" n—too + 4./e
On pose pour tout n € N,
ap = U2n et bp = vony1.

14. Soit I un intervalle de R et g une fonction décroissante sur I. Posons h = g o g. Alors pour tout
(z,y) € I?, on a les implications suivantes :

Ty = g(x) = g(y) car g est dércoissante
= g(g(x) <g(9y) car g est dércoissante

Donc ‘ h est croissante ‘

15. (a) Soit n € N. On a
Ap4+1 = V2p42 = f (UQTL—I—I) = f o f (UQTL) .
Posons g = f o f. Alors
Vn € N, an+1 =g (an).

Or la fonction f est décroissante donc g = f o f est croissante. Donc

la suite (ay),,cy est monotone.

11/13
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(b) La suite (v,),,cy converge vers £ et la suite (ay), oy est une suite extraite de (vy,),,c. Nécessaire-

ment, | la suite (an)nGN converge vers £|. On a ap = vy =1 et (an)neN est monotone et converge

vers | < 1 (cf question [3.b]). Nécessairement la suite (ay), oy est décroissante.
(c) D’apres la question précédente, on a pour tout n € N,
Opt1 < Op.
Or la fonction f est décroissante sur R, donc pour tout n € N, les assertions suivantes sont

vérifiées :

[ (ant1) = f(an) & [ (vany2) = f (van)
& Vap43 = V2n+1
= bn+1 > bn

ce qui démontre que la suite (by,),,c est croissante. De plus (b)), étant aussi une suite extraite
de (vn),cn- elle converge également vers /. Par différence,

lim a,—b,=¢—¢=0.

n—-+0o00

Rappelons que la suite (a,),, oy est une suite décroissante. Nous avons donc bien démontré le fait

que |les suites (an),cy €t (bn),cn sont adjacentes |

Partie 4 : Quand Taylor et Cesaro s’en mélent (facultatif)
On admet dans la suite que pour tout n € N, a,, > ¢ et on pose pour tout n € N,
wy, = In (a, — ¢).

Enfin, on note également

B=(fof) ().
16. Par la dérivation d’une composée, on a
B=(fof)()=f )= f(f0)?
Or ¢ est un point fixe de f, donc f (¢) = £. D’ou,
B=1 (O f =10

On sait que £ € ]1/2; 1] et que f’ est strictement croissante sur |—oo; 1]. Donc

1

7(3)<ro<rm=o
2 _1

Orf(3)=—(3-1)"e2 :_4%/6‘ Donc

1

Conclusion,

B=f(0)?*e]o;1].
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17.

18.

19.

On sait que Yn € N, a,4+1 = g (ay), avec g = fo f. La fonction g est dérivable sur R comme composée
de fonctions dérivables sur R. Donc par la formule de Taylor,

g(@) = fO)+g ) (z—O)+o((z—1).

z—/

Or on sait également que a, —+> £. Donc par la caractérisation séquentielle de la limite,
n—-+0oo

9(an) = 90+ (O) (@ —0)+o((an—0).

De plus £ est un point fixe de f donc g (£) = fo f(£) = f(£) = £. Enfin, ¢’ (¢) = (fo f) ({) = B et
g (an) = ap+1. Conclusion,

Vn € N, anﬂn_ioof+,8(an—£)+0(an—€).

On sait que pour tout n € N, a,, > £. Donc la suite (wp), o est bien définie. De plus par la question
précédente, on a

Wpt1 =n(apy1 —0) = In(B(an—4)+o(a,—¥))

n—-+o0o n—-+o00

In (8 (an =€) (1+0(1))).

Or 8>0,Vn €N, a, — £ >0 et pour n suffisamment grand, 1+ o(1) > 0. Donc

W41 T In(8)+In(a, —¢)+In(l+0(1)).
Enfin, In(1+40(1)) = o(1). Conclusion,
Wn41 n—)z—i-oo In (,3) + wy +o0 (1) .

Posons pour tout n € N, w,, = wy,+1 — wy. Alors par la question précédente,

Wn = In(B)+o0(1) 4? nli)rfoown =In(B).
< car In(B)#0

Donc d’apres le lemme de Cesaro, on a

In(B) = lim Zwk ? —Zw n%—Jroo n(s)+o(l).

n—4+oo N
= car In(B8)#0 k_

Or pour tout n € N*,
n
*Zwk— *Z (Wry1 — wy) -
k=1

On reconnait donc une somme télescoplque. Donc

1 n n
Par conséquent,
Wn+1 w1 B _ _
- - n—>_+<>oln(f8)+0(1) & wnpt1 =nln(B)+o(n)+ Q1 n_)—Jroonln(ﬁ)—ko(n)_

= o(n)
n—-+oo

Or In (8) # 0. Conclusion,

w, ~ nln(f).

n—-+o0o
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Probléeme IIT - Polynoémes et suites numériques

Soit P € C[X] vérifiant
(E) P(X*-1)=P(X-1)P(X+1).
Partie 1 : Plantons des racines
1. Soit ¢ € C et P = ¢ le polyndme constant égal a c. Alors, on a
P solution de (?7) & c=cXc & c=0 O0Uc=1.

Conclusion, les polynémes constants solutions de (?7?) sont

|[P=1 ou P=0]

2. Soient (a,b) € C? et P = aX + b. On suppose P de degré 1 i.e. a # 0. On a alors les équivalences

suivantes
P solution de (?7?) &= a(X2—1)+b: (a(X—=1)+b)(a(X+1)+b)
& aX?+b—a=(aX +b—a)(aX +b+a)
& aX’+b—a=a’X’+ (ab+a*+ab—a®) X + (b—a)(b+a)
& aX’+b—a=d"X*+2abX + (b* —a?).

Par unicité des coefficients d’un polynéme, on obtient

a:a2

P solution de (77?) & 0 = 2ab
b—a=({b-a)b+a)
& b=0 car a # 0
-1=-1
& P=X.

Conclusion, I'unique polynéme de degré 1 solution de (?77?) est

’L’unique polynéme de degré 1 solution de (??) est P = X. ‘

3. On suppose pour toute la suite P non constant. On note d = deg (P).

‘Alors, par le théoréeme de d’Alembert-Gauss, il existe a € C tel que P(a) = 0. ‘

Soit a € C une racine de P. On pose ug = a et pour tout n € N,
Upt+1 = u% + 2uy,.

4. On procéde par récurrence. On pose pour tout n € N, Z(n) : « P (u,) =0 ».
Initialisation. Si n = 0, alors ugp = a et par hypothése a est une racine de P. Donc #(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que Z(n) = Z(n + 1). Supposons Z(n) i.e. que u, est une racine
de P. Montrons alors que w11 est aussi une racine de P. Par définition de la suite (u),cy on a
Uptl = u% + 2u,,. Alors on a

P (ups1) = P (ul +2u,) = P ((un +1)% - 1)

14/13



C
o
e Mathématiques PTSI, DM7 Cor 2024-2025

Donc en évaluant (??) en X = u, + 1, on obtient que
P (upt1) =P (up+1—=1)P(up +1+4+1) =P (un) P (uy, +2).
Donc par hypothese de récurrence,
P (up41) =0¢ x P (u, +2) =0c.

Donc &Z(n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie.

On a donc bien

‘Pour tout n € N, u,, est une racine de P.

Partie 2 : Le coupable est un mono

R — R

On s ose dans cette partie que R et on définit f : .
n supp n partie que a € n nit f 22 4o

5. La fonction f est dérivable sur R et pour tout x € R, f'(z) =22 +2 >0 & 2z > —1. Or
limg, oo f(2) = limy— 100 f(2) =400 et f(—1) =1—2=—1. D’ou le tableau de variation :

x —00 —1 0 +00
+00 +00
—1
On observe alors que I'ensemble image de f est f (R) = [—1; +oo[. En particulier,

lur = f (ug) € [~1;+00[ .|

6. On suppose u; € RY.

(a) On note par la question précédente, la stricte croissance de f sur R% et le théoreme de la
bijection, on note que f (]Rj_) = R% . Donc R est stable par f et u; € RY. Par suite, on montre
par récurrence que pour tout n € N*, u, € R’. Alors, on observe que

Vn €N, un-i-l:u721+2un:ui+un+un>0+un:un-

Conclusion,

La suite (uy),cn+ est strictement croissante.

(b) Puisque la suite est strictement croissante, on en déduit que pour tout (p,¢) € (N*)?, p < ¢, on
a up < ug et donc u, # uy. Ainsi, 'ensemble

{unp € R|n e N"} est infini.

Or pour tout n € N, u, est une racine de P. On en déduit donc que P admet une infinité de
racines. Conclusion,

‘P = 0 ce qui contredit le fait que P n’est pas constant.

R
(x) —x -~

8 =

7. On suppose que uj € |—1;0[ et soit g : :
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(a)

(b)

Pour tout = € R, g(z) = 22 + 2. La fonction g est dérivable sur R et pour tout = € R, ¢'(z) =
2042-1=2241>0 & 2>-1.0rg(-1/2)=1—3=-319(0)=0et g(1) =2. Onen
déduit donc le tableau de variations suivant :

x —00 -1 —1/2 0 +00

Par la question ?7 et le théoreme de la bijection, on observe que f(]—1;0[) = |—1;0[. Donc
]—1;0] est stable par f, u; € |—1;0] et donc par récurrence, on en déduit que pour tout n € N*,
un € ]—1;0[. Donc par la question précédente,

Vn e N*, g (up) <0 & Vn e N*,  f(up) < up & Vn € N*  upi1 < up.

Donc

La suite (), e+ est strictement décroissante.

De plus elle est minorée par —1 donc par le théoréeme de convergence monotone,

La suite (uy),cy- converge.

On note £ sa limite. Par la stricte décroissance de la suite, Vn > 2, u,, < u;. Donc par passage a
la limite, £ < uj. Or u; < 0 donc ¢ < 0. De plus pour tout n € N, on af (u,) = up4+1 donc par
passage a la limite et continuité de la fonction f, on a

f)=t o  fO)-t=0 &  g(t)=0.

Donc par ce qui précede £ = —1 ou £ = 0. Or £ < 0 donc £ = —1. Conclusion,

La suite (uy), ¢y converge vers —1.

Puisque la suite (uy), oy« est strictement monotone, on en déduit qu’elle prend une infinité de
valeurs différentes et donc P admet une infinité de racines. Conclusion,

‘P = 0 ce qui contredit le fait que P n’est pas constant. ‘

8. Supposons que —1 soit une racine de P. Alors, pour X = —2, on a par (?7?),

PA—1)=P(-2-1)P(-2+1) &  P(3)=P(-3)P(-1)=0.

Dans ce cas, 3 est aussi une racine. En posant ug = 3, on trouve alors u1 = 9+ 6 = 15 € R, ce qui
est impossible d’apres la question ?7. Conclusion,

‘ —1 n’est pas une racine de P. ‘

Or on a vu que u est forcément une racine de P. Donc u1 # —1. Par les questions précédentes, nous
savions déja que uj € [—1; 400 mais que les cas u; > 0 et u; € ]—1;0[ sont impossibles. Conclusion,
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9. Par la question précédente, on a
f(a)=0 & a’>+2a=0 & a=0 OU a=-2.
Cependant si a = —2, alors en prenant X = —3, on a
P@R)=P((-3>—1)=P(-3-1)P(-3+1)=P(-4) x0=0.

Donc 8 est une racine de P. Cependant si ug = 8, alors u; = 64 + 16 > 0 ce qui est impossible. Donc
a # —2. Conclusion,

‘L’unique racine de P est a = 0. ‘

10. Puisque 0 est I'unique racine possible de P dans C, on en déduit qu’il existe n € N*, tel que P = X™.

Synthése. Vérifions si ce polynéme fonctionne. Si P = X", alors on a
PX*-1)=(X"-1)"=(X-1)X+)"=X-1)"X+1)"=P(X -1)P(X+1),

et (?7) est vérifiée. Conclusion, I’ensemble des solutions de (77) est

S = {Oc[x]}U{Xn‘TLEN}.

Elt cela est cohérent avec la question 77

Partie 3 : Des racines imaginaires 7 C’est Yggdrasil ? (facultatif)

Soit a € C\ R.

)72y

11. On procede par récurrence. Pour tout n € N, posons Z(n) : « u, +1=(a+1
Initialisation. Sin =0, alors up +1 =a+ 1 et (a + 1)20 =(a+1)"=a+1. Doncug+1=(a+ 1)2O
et Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que Z(n) = 2(n + 1). Supposons 2 (n) i.e. up +1 = (a+ 1)*" et
montrons & (n + 1). Par construction de la suite (uy,), oy, on a

un+1+1:ui+2un+1:(un—|—1)2.

Donc par hypotheése de récurrence,

2n+1

1 +1=((a+ 1) = (a+ 1?2 = (a+1)

Donc #(n + 1) est vraie. Conclusion, par le principe de récurrence, on a démontré que

vneN, u, +1=(a+1)>".

On pose pour tout n € N, r,, = |uy, + 1].
12. Par la question précédente, on observe que pour tout n € N,
o= |tn + 1] = a+1*".

Posons g = |a + 1| et pour tout n € N, v, = ¢". La suite (v,),cy est une suite géométrique de raison
q = |a + 1|. De plus,
Vn € N, Tn=q> = von.

— N . . : .
Ly om est strictement croissante et est donc une extractrice. Conclusion,

La fonction ¢ : IZI

Tn = (V,(n, est une sous-suite de la suite geométrique (v, e raison ¢ = |a + 1.
e o), e ite de 1 . . en d . 1
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e Sila+ 1] > 1, alors la suite (vy), oy est strictement croissante et donc il en va
de méme de la suite (74,),,cx-

e Sila+ 1] =1, alors la suite (vy,),,cy est constante égale a 1 et il en va de méme
de la suite (), cn-

o Si|a+1| €]0;1], alors la suite (vy),cy est strictement décroissante et donc il

en va de méme de la suite (7,,),,cn-

e Si|a+ 1| =0, alors la suite (vy,),,cy est constante égale a 0 et il en va de méme
de la suite (7,),c- Cependant ce cas n’est possible que sia+1=01ie. a= —1
ce qui est exclu car a ¢ R par hypothese.

14. Nous venons de mentionner que |a + 1| > 0. Supposons que |a + 1| # 1. Alors d’apres la question
précédente, la suite (1,),cny = (|un + 1]),cn est strictement monotone et donc prend une infinité de
valeurs. Donc (u,, + 1),,cy admet également une infinité de valeurs et de méme pour (uy,),, . Or pour
tout n € N, u,, est une racine de P, donc dans ce cas P admet une infinité de racines et donc P =0
ce qui contredit notre hypothese de prendre P non constant. Conclusion,

15. On démontre de méme que |a — 1| = 1, ce que 'on admet. Puisque 1 = |a + 1| = |a — (—1)|, on en
déduit que a est sur le cercle de centre —1 et de rayon 1. De méme |a — 1| = 1 implique que a est sur
le cercle de centre 1 de rayon 1. Or par un dessin, on s’apercoit que 'unique point d’intersection de
ces deux cercles est 0. Donc a = 0 ce qui contredit le fait que a ¢ R. Conclusion,

‘ P n’admet aucune racine non réelle. ‘
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