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Correction du Devoir Maison 8
Espaces vectoriels, séries, dimension

Du jeudi 13 mars

Probléeme I - Espaces vectoriels de polynémes

Soit n € N. Dans R,,[X], on pose pour tout k € [0;n], Qx = (Z)X"*k (1-— X)k et on introduit également
les espaces vectoriels

Fp = {P € Ry[X] ‘ P0) = P'(0)=--- = PW(0) = 0}
Gp = {P € Ru[X] | P(1) = P/(1) = = PM(1) = 0}.
Partie 1 : Du X en dimension 4, c’est de la 4D X!

Pour n = 3, on considére les polynomes suivants :

Pp=(X-1)(X-2)(X-3), P=X(X-2)(X-3),
P=X(X-1)(X-3), Ps=X(X-1)(X-2).

Puis on pose

F = Vect (PQ, Pg)

2 3 4 da3 =0
G:{P:a0+a1X+G2X2+a3X3€R3[X]|{a0+ a1+ a2+ as }

ap+a;+as+a3=0
H = {P e Ry[X] | P(0) = P(1)}

On admet que F' et GG sont des espaces vectoriels.

1. On observe les points suivants :

o H C R3[X] par définition.
¢ Si P = 0g[x)- Alors, P(0) = Og = P(1). Donc Og[x) € H.
o Soient (\, ) € R?, (P,Q) € H?. Posons R = A\ P + uQ. Alors,

R(0) = AP(0) + puQ(0) = A P(1) + pR(1) car Pe Het Q€ H.
Donc R(0) = R(1) i.e. R € H et H est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

‘ H est un sous-espace vectoriel de R3[X]. ‘

2. Montrons que % = (Py, P1, Py, P3) est libre. Soit (Ao, A1, A2, A3) € R* tel que Ao Py + A1 P1 + Ao Py +
A3 P3 = Og,[x). Alors,

Mo (X — 1) (X —2) (X —3) + A X (X —2) (X —3)
—|—)\2X(X—1)(X—3)—|—)\3X(X—1)(X—2):OR[X]

En particulier, en évaluant en 0,

Ao (—6) = 0O = Ao = Og.
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Donc A X (X —2) (X =3)+ X (X - 1) (X =3)+ A3 X (X — 1) (X —2) = Og[x)- En évaluant en 1,
A1 (1) (=1)(-2) =0r = A1 = Og.
Donc A X (X — 1) (X —3) + A3 X (X — 1) (X — 2) = Og[x]- On évalue en 2,
X2 (2) (1) (—1)0g = A2 = Og.
Donc A3 X (X — 1) (X —2) = Og[x] i-e. A3 = Og. Ainsi,
Ao =A1 =X = A3 =0p.

Donc £ est une famille libre de R3[X] (tous les polynémes de Z ont bien un degré inférieur ou égal
a 3). De plus,
Card (#) = 4 = dim (R3[X]) .

Conclusion,

‘%’ est une base de R3[X]. ‘

Puisque (P», P3) est une sous-famille de Z et que A est libre d’apres la question précédente, on en
déduit que (P, P3) est libre. Or par définition de F, (P», P3) engendre F. Donc (P», P3) est une base
de F. Conclusion,

|dim (F) = Card ((Py, P3)) = 2.|

Posons Br = (P, Ps). Par la question précédente, #r est une base de F. Posons %A} = (Py, P1) et
F’' = Vect (%B¢). En tant que sous-famille de Z qui est libre, la famille %}, est libre. De plus par
construction de F’, &}, engendre F'. Donc %}, est une base de F'. Enfin, on sait par la question
que B = $. U Br est une base de R3[X]. Donc par le théoréme de la base adaptée :

F' = Vect (Py, P1) est un supplémentaire de F' dans R3[X].

Rédaction 1. Soit P € F. Alors, il existe (\, ) € R? tel que P = APy + uPs i.e.
P=XX(X-1)(X-3),+uX (X -1)(X —2).

Donc
P0)=AXx0+ux0=0g et P(1) = Ax0+ pu x 0=0g.

Donc P € H. Ceci étant vrai pour P € F quelconque, on en déduit que

Rédaction 2. On note que P»(0) = 0 = P»(1) et que P3(0) = P3(1). Donc P, € H et P3 € H. Or
Vect (Py, P3) est le plus petit espace vectoriel contenant P; et P3. Conclusion,

| F' = Vect (Py, P3) C H.|

Montrons que lgy) € H \ F. Si P = 1g[x). Alors, P(0) = 1 = P(1). Donc P € H. Supposons que
P ¢ F. Alors, il existe (X, 1) € R? tel que

gy = APo+ Py = AX (X — 1) (X —3) + uX (X — 1) (X —2).

Alors, en évaluant en 0,
1 = 0 impossible.

Donc 1g[x] ¢ F. Donc il existe un élément de H qui n’est pas dans F' conclusion,

2/i3
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7. D’apres la question 5| F' C H. Donc dim (F') < dim (H). Supposons dim (H) = dim (F'). Puisque

F C H, on en déduit que F' = H ce qui contredit la question précédente. Donc dim (H) > dim (F).
Par la question [3.| dim (H) > 2 i.e. dim (H) > 3. Puisque H C R3[X], on sait aussi que dim (H) <
dim (R3[X]) = 4. Supposons que dim (H) = 4. Alors, H C R3[X] et dim (H) = 4 = dim (R3[X]). Dans
ce cas, H = R3[X]. Montrons que cette assertion est fausse. Si P = X, alors on a bien P € R3[X] et
pourtant P(0) = 0 # 1 = P(1). Donc P ¢ H. Donc H # R3[X]. Nécessairement, on en déduit que
dim (H) # 4. Donc dim (H) < 3. Or dim (H) > 3. Conclusion,

dim (H) = 3.
. On a les égalités ensemblistes suivantes :

2a0 + 3a1 + 4az + 5az = 0
G:{P:a0+alx+a2x2+agx3eRg[X] G0 7 S a2 7 043 }

ap+ a1 +az+az3 =0

=0
P —ap+ a1 X +asX? + agX? € Ry[x] | 0T M1 a2t a8 Ly & Lo
2ag + 3a1 + 4as + baz =0
=0
P —ap X +asX? + azX® e Ryx] | JO0 T T a2 s Lo < Lo — 2L,
ay + 2a2 + 3a3 =0
0= —a; —as —az = 2as+ 3a3 — ay — as
= P:a0+a1X+a2X2+a3X3€R3[X] = a9 + 2a3
a1:—2a2—3a3

= {(Iz + 2a3 + (—2(12 — 3(13)X—|—(12X2 —I—(I3X3 € Rg[X] ’ (az,a;g) € RQ}
= Vect (X? —2X +1,X° - 3X +2).

Posons #Bo = (X 22X +1,X%-3X+ 2). Alors B engendre G. De plus, la famille % est une
famille de polyndémes de degrés distincts donc HBg est libre. Conclusion,

Ba = (X2 —2X +1,X%— 3X—i—2) est une base de G.

. On note que G; = {P € R3[X] | P(1) = P'(1) =0}. Donc P € G si et seulement si 1 est une racine
de multiplicité au moins 2 de P i.e. (X — 1)? divise P. Ainsi,

G = {PeRg[X] ( 3Q e Ry[X], P = (X—1)2Q}
:{PeRg[X] ( 3 (a,b) € R2, P:(X—1)2(aX—|—b)}

= Vect (X —1)*, X (X - 1)%) .

Posons #g, = ((X — 1)2 X (X — 1)2). PBa, engendre G et ses deux polyndmes sont de degrés
distincts donc A, est libre et est donc une base de G. Ainsi,

dim (G1) = Card (%Bg,) =2
Par la question précédente, dim (G) = Card (%) = 2. Ainsi, on observe que
dim (G) = dim (Gq) .

Montrons de plus que G C G1. Posons Ry = X2 —2X +1 = (X — 1) et Ry = X? —3X + 2. Alors,
on a

Ri(1)=0, Rj(1)=2(1—-1)=0, Ry(1)=1-3+2=0, Ry(1)=3-3=0.

3/i3
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10.

11.

12.

Donc Ry € Gy et Ry € Gi. Or l'espace engendré Vect (R1, R) est le plus petit espace vectoriel
contenant Rj et Ro. Ainsi,
G = Vect (Bg) = Vect (R1, R2) C G1.

Par égalité des dimensions, on conclut que

G =Gh.

Calculons, on a

0
QL =3X*(1-X),
Q2 =3X (1—X)?,
Qs =4X (1 —X)*.

QO _ (3) X3—0 (1 _ X)O — X3,

On observe que 1 est racine de multiplicité k& de @ donc de multiplicité au moins deux de Q2, Q3.
Deés lors Q2 € G1 et Q3 € G1. Or Q2 et Q3 sont de degrés distincts. Donc (Q2, Q3) est libre dans Gi.
De plus

Card (QQ, Q3) =2 =dim (Gl) .

Donc (Q2,Q3) est une base de G; = G. Conclusion,

(Q2,Q3) est une sous-famille de (Qk)ke[[o;zﬂ et est une base de G = G;.

Par ce qui précede, on a

Soit P € R3[X]. On a donc

Pe HNG

3

X (X —1)? divise P
JNER, P=XX(X—-1) par considération sur le degré.
P € Vect (X (X — 1)2) :

t ¢ ¢

Donc
HﬂG:Vect(X(X—1)2).

Le polynome X (X — 1)2 étant non nul, on en déduit qu’il forme une famille libre et génératrice de
H N G. Conclusion,

(X (X — 1)2) forme une base de R3[X] et donc dim (H N G) = Card (X (X — 1)2) =1

Par les questions précédentes et la formule de Grassmann,
dim (H 4+ G) =dim (H) + dim (G) —dim (HNG) =3+2 — 1 =4 = dim (R3[X]) .

Or H et G étant des sous-espaces vectoriels de R3[X], H + G est aussi un sous-espace vectoriel de
R3[X] et donc H + G C R3[X]. Par égalité des dimensions,

|H + G = Rs[X].|

4/3
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Partie 2 : Un probléme hors norme en dimension n, c’est n-orme!

On suppose a nouveau n > 1 quelconque.

13. Soit k € [0;n — 1]. Soit P € Fy,_;—1 N Gy. Alors,

P(0) = P'(0) = --- = P("k=1)(0) = 0
P(1)=P(1)=---=P®0)=0

N 0 est une racine de multiplicité au moins n — k
1 est une racine de multiplicité au moins k + 1

Donc P admet au total n+ 1 racines comptées avec multiplicité. Or deg (P) < n < n+ 1. Conclusion,

Ceci étant vrai pour P € F,,_;_1 N G quelconque, on en déduit que F,_p_1 NG C {OR[X]}. Or
F,_;—1 N Gy est un sous-espace vectoriel de R,,[X] donc {OR[X]} C F,_;_1 N Gy. Conclusion,

F_ 1w 1NGE = {OR[X}} i.e. F,_i_1 et G sont en somme directe.

14. Soit k € [0;n — 1]. Soit i € [k + 1;n]. On a

Q: = (?) X1 - X) = (X — 1)F (—1) (”) X1 — X))kl cari > k+1

i
Donc (X — 1)k+1 divise Q); et donc 1 est une racine de multiplicité au moins k£ + 1 de Q;. Ainsi,

Qi) =Qi()=-=Q" 1) =0,

Autrement dit, Vi € [k + 1;n], Q; € Gg. Or G est un espace vectoriel et Vect (Qx1,...,Qy) est le
plus petit espace vectoriel contenant les @);. Conclusion,

‘Vect (Qk-{-la ceey Qn) C Gg. ‘

15. Soit ()\0, Aly-ees )\n> € Rt tel que Z)\z Q; = OR[X]-
1=0

(a) Soit k € [0;n]. On pose Ry = Z)‘i Q;.

i=k
Par la formule de Leibniz,

(k) n k yn—k k ®
o= (7 corrrie—nt)

e e

7=0
. min(k,n—k) L (n—k)! kg k! j
_ (k) (1) jz:% (j)(n—k—j)!X k i (X —1).

Notamment, en évaluant en 1 tous les termes s’annulent sauf celui d’indice j = 0,

o= (3) o (o) o () vo= () v

JE
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Conclusion,

Q1) = (Z) (-1)*.

De plus, par linéarité de la dérivation et de 1’évaluation, on a

RP (1) =3 neW (1),
1=k

On a vu a la question précédente que pour tout ¢ > k + 1, 1 est une racine de multiplicité au
moins k + 1 de Q; et donc en particulier, pour tout ¢ > k + 1, ng) (1) = 0. Ainsi,

R (1) =0 QP (1) = A (Z) (-1)".

(b) Posons pour tout k € [1;n], P(k) : « \o = --- = A1 = Og et Ry = Og|x] ». Procédons par
récurrence.
Initialisation. Si k = 0, alors par hypothése de la question, on a Ry = Og[x] donc en particulier
Ry(1) = Og. Or par ce qui précede, Ry(1) = R(()O)(l) = Xo (p) (=1)° = X\g. Donc A\g = 0. On en
déduit donc aussi que Og[x) = Ro = Ao Qo + R1 = Ry. Donc (1) est vraie.
Hérédité. Soit k € [1;n — 1]. Supposons (k) vraie. Alors pour tout i < k— 1, \; = Or et
Ry, = Og[x]- Donc R,(Ck) = Og[x] et donc Rlik)(l) = Ogr. Deés lors par la question précédente,

A <n> (—l)k =0p = A = Og.

k
Donc Ag = -+- = Ay, = Or. Or Ry, = Og[x) donc
Ak Qk + Ry = Orx = Ri11 = Og[x)-
Ainsi, Ag = -+ = A\, = Or et Rgy1 = Og[x]- Donc &P (k + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout k € [1;n], £ (k) est vraie. Notamment, Z(n)ie. A=A\ == A\p_1 =

Or et Ogjx] = Rn = Ay Qn = Ay (1 — X)". Donc A, = Og. Conclusion,

]%:MZWZM:%W

16. Par la question précédente, (Qo, ..., Qy) est libre. Or Card (#g) = n+ 1 = dim (R, [X]). Conclusion,

‘(Qo, ..., Qn) est une base de ]Rn[X].‘

On fixe k € [0;n — 1].
17. On a les égalités ensemblistes suivantes :

Gr ={P € R,[X] | 1 est une racine de multiplicité au moins k + 1}
—{PeRu[X] | (X~ )" divise P |
:{PGRAXMHQGRWMXLP=(X—1fHQ}

_ {(X ) (ao et an_an_k) ‘ (ag,...,an_) € R”—’““}
— Vect ((X DML X (X )R xR (X 1)k+1) .

Posons %, = ((X — )P X (XX =R Xkl (X - l)kH). Par ce qui précede g, en-
gendre (. De plus cette famille est libre en tant que famille de polynémes de degrés distincts.
Conclusion,

‘%’Gk est une base de Gy, et dim (Gy) = Card (%¢g,) =n — k. ‘

JE
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18.

19.

20.

21.

22.

On a vu a la question que Vect (Qg41,---,Qn) C Gi. Donc (Qiy1,...,Qn) est une famille de

vecteurs de G. De plus,
Card (Qk+1,-..,Qn) =n—k =dim (Gg) .

Enfin, en tant que sous-famille de %Aq, (Qk+1, ..., Qx) est libre. Conclusion,

‘ (Qk+1,--.,Qn) est une base de Gk.‘

De la méme fagon que pour Gg, on observe que

Fo_x—1={P € R,[X]| 0 est une racine de multiplicité au moins n — k }

= Vect (X”*’f, xR X

Donc (X”*’“,X”*k“, . ,X”) engendre F,_j_1 et est libre en tant que famille de polynémes de

degrés distincts donc est une base de F,,_p_1. Ainsi,

dim (F, k1) = Card (X" %, X"F1  X") =n—(n—k)+1=k+1.

Des lors, on obtient que
dim (F,—g—1) +dim (Gx) =k+1+n—k=n+1=dim(R,[X]).

De plus, par la question [I13] F},_x41 et Gj sont en somme directe. Conclusion,

’Fn—k+1 et Gy, sont supplémentaires dans R, [X]. ‘

Ona Q= (S)X" (1-— X)0 = X". Donc directement X" = 1x Qo+0xQ1+---+0xQ,. Conclusion,

‘les coordonnées de X" dans (Qo, ..., Q@y) sont (1,0,...,0). ‘

Par la formule du bindéme de Newton, on a

Zn:Qk:Zn: (Z)X”k(l—X)k—(XJrl—X)"—l”—l.
k=0

k=0

Conclusion,

‘les coordonnées de 1 dans (Qo, ..., Q) sont (1,1,..., 1)‘

(a) Soit k € [1;n], on a

Conclusion,
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(b) On a les égalités entre polyndmes suivantes :

I
[~]=
>~
N
> 3
~__
<
3
Eal
s

Bl

k=1
n n—1 n—k k . ;
= Z L X"P(1-X) par la question précédente et k > 1
k=1 o
n—1 n 1 B
=n < i )X” F=1 (1 — xR en posant k =k — 1
k=0
n—1 n—1 .
=n(l-X Xkl - x
n(1-X)Y ( . ) (1-X)
k=0
=n(1-X)(X+1-Xx)"! par la formule du bindome de Newton
=n—nkX.

Ainsi, puisque n > 1,
1 n
X=1—-— kQy.
- > kQy
k=0
Par la question

X = ZQk—kaQk—Z(l—S)Qk.

k=0

Conclusion,

n—1n-—2 1 >
n n n '

les coordonnées de X dans (Qo, ..., Q,) sont (1, , yerey—,0

Vérification : pour n = 3, Qo = X3, Q1 = 3X2(1 - X) =3X2 —-3X3, Q; =3X(1-X)* =
3X —6X2+3X3 et Q3 =(1—X)* =1-3X +3X2+ X3, Alors,

2 1
IxQo+3xQutz XQa+0xQ3=X3+2X?-2X3+ X -2X*+X3=X. OK!
Partie 3 : La dimension finie, c’est fini

On considére H' = { P ¢ R[X] | P(0) = P(1) }.

23. Procédons par analyse/synthese. Soit P € R[X].

Analyse. Supposons que P € H' + Ry[X]. Alors, il existe Q € H' et A € R tel que P = Q + A X. Donc
Q=P —\X.Puisque Q € H', on a

Q0)=Q(1) &  P0)—Ax0=P(1)—Ax1
= w)<mn A
= — P(1) — P(0).

Donc A est fixée de fagon unique. Puis Q = P — A X T'est également. Ainsi, si la décomposition de P
existe, elle est nécessairement unique, ce qui démontre que H' et D sont supplémentaires.

Synthése. Posons A = P(1) — P(0) et @ = P — XA X. Alors, on observe les points suivants.

c Q+AX=P-AX+\X=P.

/i3
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e A X € Vect (X) =D ok.
e Q0) =P(0)et Q1) =P(1) — X = P(1) — (P(1) — P(0)) = P(0). Donc Q(0) = Q(1) et donc
Qe H.
D’ou, P € H' 4+ D. Ceci étant vrai pour P quelconque dans R[X], on obtient que R[X]| = H' + D et
I'existence de la décomposition pour tout polynome.

On a donc démontré V'existence et I'unicité de la décomposition pour tout P € R[X]. Conclusion,

H' & D =R[X].

Probléme II - Séries

On définit la suite (uy), oy Par
ug = — et vn € N, un+1:un—u%.

On consideére également la fonction f définie sur [0; 1] par

fo+ [0;1]—=R
2

T x -z
1. (a) La fonction f étant polynomiale sur [0;1] est dérivable sur [0; 1] et pour tout = € [0; 1],
f(z) =1-2z.

En particulier, pour = € [0;1], on a les équivalences suivantes

N |

fl(x)=0 & 1>2x & x <

De plus f(0) = f(1) =0 et f(3) = . On obtient alors le tableau de variations suivant :

x 0 : 1
f'(x) + 0 -
1
1
I / \
0 0

(b) On procede par récurrence. Posons pour tout n € N

P, « 0 <up < .

n+4

Initialisation. Si n = 0 alors ug = i et donc on a bien 0 < ug < % i.e. & est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons &, vraie et montrons alors que &, 1 est vraie. On sait que
0 <u, < n%rél < % < % Or d’apres la question précédente, la fonction f est strictement croissante

sur [O‘ 1

; 5] donc

1 ) 1 1 ~n+4-1  n+3

ro<rm<s(hg) = R R N 1 R o R Ay

o3
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n+3
(n+4)

Comparons a - +5 On a les équivalence suivantes :

n+3 1
(71—1—4)2 S n+5

& n?+8n+15<n®+8n + 16
N 15 < 16.

n+43
(n+4)2 S n+5

La derniére assertion étant toujours vraie, on en déduit que

1
0O<u < —.
n+l X n+5

Donc &2,,11 est vraie.

Conclusion. Pour tout n € N, &2, est vraie.

Finalement on a bien montré que

Vn eN 0 <uy < .
) n n + 4

(¢) D’apres la question précédente et le théoréeme d’encadrement, on a

lim wu, =0.
n——+o0o

La série E uy ne diverge donc pas grossiérement mais
neN

& (43 m+5) < (n+4)?  carn+5>0et (n+4)?>0

et donc par transitivité,

‘on ne peut conclure a cette étape de sa convergence ou non

(et I'inégalité précédente n’est pas assez précise pour utiliser le théoreme de comparaison).

2. Par la question et stricte croissance de la fonction cube sur R, , on a

1 1

Vn € N*¥, O<ud < ——— < —.
T (nt4)? T nd

so. 1 - . >
Or la série ), oy« 55 converge en tant que série de Riemann d’exposant a
théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

;. 3
la série E u, converge.
neN

3. Par définition, on a pour tout n € N, u, 11 = u, — u2 donc
Vn € N, ui = Uy — Upt1-

On reconnait alors une somme télescopique, pour tout n € N,

n n
Zu Z Up, — Ug41) = U — Unt1-
k=0 k=0

Or par la question [T.du, — 0. Conclusion,
n—+o0o

Z u;, converge et Z u;, 1

neN

10/13]
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4. Soit = € [0;1[. Par la question 1.(b), puisque x > 0,

xn
Vn € N, 0 <upz™ < < 2"
n+4

Or la série ), oy 2™ converge en tant que série géométrique de raison = € [0; 1[. Donc par le théoréme
de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

la série E upx” converge.

neN
. s . an+1
5. Soit (an),,cy une suite a valeurs dans R’ . On suppose que nEIJIrloo - ={>1.
(a) Puisque ¢ = Gt~ &1 Par définition de la limite, on sait qu'il existe ng € N, tel que pour tout

2 2
n = ng, GZ—:l > Z‘*'Tl. Pour tout n € N, a,, est strictement positif. Donc a1 > an“Tl. Conclusion,

{+1
dng € N, Vn > ng, Gn+1 = Qp —iz_ .

(b) On pose pour tout n > ngy, &, la propriété « a, > an, (ﬂ)n_no ». Montrons que &2, est vraie

2
par récurrence.

Initialisation. Si n = ng alors, ap, = ap,

no—mn .
(“‘Tl) *"™ et donc P, est vraie.

Hérédité. Soit n > ng. Supposons que &, soit vraie. Alors par la question précédente (car n > ng)
puis 'hypothése de récurrence,

S <£+1>”—"0£+1 <£+1>”+1—"0
a > a > a = —_— )
i oiw) 2 HR O\ 2 2 "2

Donc 2,11 est vraie.

Conclusion. Pour tout n > ng, &2, est vraie.

On a donc montré que

£+ 1\
Vn = ng, ap = an, <J2r) .

(¢) On sait que ¢ > 1. Donc &1l 5 4l — 1 Donc la série > neN (Z+1)” diverge en tant que série

2 2 2
e ()"

3 7 . . s . n—m
géométrique de raison g = ”Tl > 1. Donc la série ), oy ang (”Tl) =3 eN =y (5
=

diverge également car (;j% > 0. Or pour tout n > ng, on a montré a la question précédente

que 2
g 1 n—mo
0 g ano ( + > < (In.

2
2

Donc par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

la série E an diverge.
neN

6. Soit x €]1;4o00[. On pose pour tout n € N, a, = u,z™. D’apreés la question 1.(b), on a pour tout
n € N, a, > 0. De plus pour tout n € N,

1 2
Ani1 Upi1z"™t Up — U

(025 Unpx™ Un, ( n)
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Donc d’apres la question 1.(c), on en déduit que

. An+1
lim

n—-+oo an

Puisque x > 1, il découle de la question 4 que la série )y a, diverge :

la série g upx” diverge.
neN

7. (a) Pour tout n € N,

Zl () =3 k) ~ )]

k=0
On reconnait une série télescoplque. Donc pour tout n € N,

Zl (“’“*1) = In (uns1) — In (ug) = In (ups1) + In (4).

Or d’apres la question 1.(c), u, — 0 donc In(up4+1)+1n(4) — —oo. Par conséquent,
n—+o00 n—+oo

la série Z In <Un+1> diverge.

neN Un

(b) On a pour tout n € N, In (“":1) = In (M) = In (1 — uy,). Or d’aprés la question 1.(c),

Un
u, — 0. Donc
n—-+oo

In(1—up) W TUn & —In(1—uy,) WDl Un

U U
De plus, d’apres la question précédente, la série Z ln< n+1> et donc Z —In ( n+1> =
neN Un neN
Z —In (1 —u,) diverge. Or —1In (1 — uy,) N Un et pour tout n € N, u,, > 0 ( d’apres la
n—-—+0oo
neN
question 1.(b)) donc par le théoréme des équivalents pour les séries & termes positifs,

la série E uy, diverge.
neN

8. On pose pour tout n € N, w,, = nu,.
(a) Pour tout n € N, par définition de w,, puis de u,,
Wni1 — Wp = (N + 1) Upt1 — nuy = (n+ 1) (uy — ul) — nuy = up, — (n+1) 0

En factorisant par u,, on conclut que

‘VnEN, wn+1—wn:un(1—(n+l)un).‘

(b) D’apres la question 1.(b), pour tout n € N, 0 < u,, < n%rél et donc (n+ 1) u, < Z—i}l < 1. Donc
1 —(n+1)uy, et on a toujours u, > 0. Donc d’apres la question précédente,

Vn € N, Wp41 — Wy = 0.

Autrement dit la suite (wn)neN est une suite croissante. Or, toujours par la question 1.(b), pour
tout n € N, w, = nu, < n+4 < 1. Donc la suite (wy,), ¢y est majorée par 1. Donc d’apres le
théoreme de convergence monotone, on en déduit que

(Wn),,cy converge.

On note w sa limite.
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Puisque (wy,),cy est croissante, on en déduit que w > w; = 1 X u; = i - 1—16 > 0. Donc w # 0.
Le réel w étant non nul et la limite de (wy), ¢y, on en déduit que

w
w, ~ w &S nu, ~ w S u, o~ —.
n—-+00 n—-+00 n—-+oo n
Conclusion,
w
w#0 et Uy ~  —.
n—+oo N
La série Z (wp41 — wy) est une série télescopique. Donc
neN
n
Vn € N, Z (wk:+1 - wk) = Wn41 — Wy = Wn41-

k=0

Or nous avons vu a la question 7.(b) que (wy), oy converge (vers w). On en déduit donc que

Wpa1 — Wy) est une série convergente (et sa somme totale vaut w). D’autre part, par les
+ g

neN
questions précédentes, on a

n — Wp = n(l— 1) up
W41 — W Q?.(a)u (1—(n+1)uy)

oo o () (=m0 (F+0(0)))
= <%+0(%>) (1—w+o(1))
sz

Procédons maintenant par un raisonnement par ’absurde. Supposons que w # 1. On a déja vu
a la question précédente que w # 0. Donc on en déduit que w (1 — w) # 0 et par suite,

w(l—w)
Uit Tt ST n

De plus on a vu a la question 7.(b) que pour tout n € N, wy, 41 —w, = 0. Or deux séries dont les

termes généraux sont équivalents et de signe constant ont méme nature. Donc Y, oy (wp41 — wy)
1— .
et > en w — w). Or d’une part, on a vu que Z (wp41 — wy) converge et d’autre part, puisque
neN

w(l—w) #0, >, en w(ln_w) =w(l—w)d> en % diverge en tant que multiple de la série har-

monique ce qui contredit le fait que les séries sont de méme nature. Conclusion,

la série Z (Wp41 — wy) converge et w = 1.
neN
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