Mathématiques PTSI, DM9 Cor 2024-2025

Correction du Devoir Maison 9
Séries et applications linéaires

Du jeudi 13 mars

Probléme I - Séries

On pose pour tout n € N*,

1 1 _1 n+1
R - bo=1, =
n2n

n = “n(n+1)27 n

Partie 1 : Quand tout le monde se précipite en série vers Héléne

1. (a) Pour tout n € N*,
1

27.
Or >, en- 2% converge en tant que série géométrique de raison % € [0;1]. Donc par le théoréme

de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que E lan| converge i.e.
neN*

()g(%L:’anlg

E an converge absolument |
neN*

De méme, on a aussi pour tout n € N*, 0 < |b,| < 55 (encore vrai si n = 0). Donc

Z b, converge absolument |
neN

A contrario, pour tout n € N*, on a |¢,| = 1. Donc E |cn| diverge en tant que série harmonique

neN*
ou en tant que série de Riemann d’exposant o = 1 < 1. Conclusion,

E cn, e converge pas absolument |.
neN*

(b) La convergence absolue impliquant la convergence, on en déduit de la question précédente que

Z a, et Z b, convergent |.
neN* neN

2. Soit x € [—%; 1]. Pour tout n € N* on pose

() = /OI (—1)" (51”+;>n %_Hdt

(a) Soit n € N*. Pour tout t € [—4;1],ona 14+t >1/2 > 0. Donc la fonction ¢ — (—1)" (%)n %th

est bien définie et méme continue sur [—%; 1]. Donc par le théoreme fondamentale de ’analyse,

J,, existe et est méme €' sur [—%; 1]. Donc | pour tout n € N*, J,(x) existe ‘

(b) Si x € [0;1]. Pour tout t € [0;2] C [0;1],onal+t>1etz—t>0 et donc

r—t\" 1
<=t x1=(z—t)".
<1+t> T Se-0ixd=(-1

1/
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Ainsi, par 'inégalité triangulaire pour l'intégrale, car x > 0, on a

| Jn(2)] =

Conclusion,

1
n+1

=
&
N

(c) Siz € [—3;0]. Pour tout t € [2;0] C [-3;0],onal+t>1—3=73et|r—t|=t—x et donc

x—t t—ax\" 1
2(t —z))" x 2 =21 (t — ).
‘ 1+t 1+t’ <1+t> T2 G-2)"x (t - 2)

Ainsi, par 'inégalité triangulaire pour 'intégrale, car x < 0, on a
z r—t\" 1
() L
/O (=) 1+¢ 1+t
0 z—t\" 1
< [l (22 2
/:): (=1) 1+1¢ 1+t
0
</ 2" (1 — )™ dt
xT
17t=0

| Jn(2)] =

B n+1
t=x
1
n+1 (_x)n+

—— - 0.

Or — . Donc

w\»—t

1
n+1

| Jn(2)] <

(d) On pose f : u+ In(1+ u) qui est bien définie sur U = [—%; 1]. Soit n € N*. La fonction f est
méme ¢! sur U de plus,
1 —1

"y) = — (3)u:
e Sw=gre YW

Vu e U, f(u) =

Puis par récurrence, pour tout k € [1;n + 1],

(=D (k- 1)!

®) () =
Vue U, Y (u) L

2/
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Donc par le théoréme de Taylor-Lagrange, pour u = x,

fz) =

"(0) Cla—-t)"
xk—i—/ Tf( D(t) dt

k“(k: )l z* /w(z_t)"(_l)"“n!

+||M:

"o(— xk (a:—t)" 1
= - —1)* ——dt.
> = *L ) U

Autrement dit,

Donc d’apres la question précédente, pour tout n € N*,

n 1)k+1 k 1
In(1+x) =|J < .
g @) <
3. Pourz=1¢ [—%; 1], on obtient pour tout n € N*,
n 1 k+1 1
bt n+
Autrement dit, pour tout n € N*,
n
— Z crl <
k=1
Donc par le théoréme d’encadrement, on en déduit que
n
lim 1
(@) =2, o =
Conclusion,
lin 2 o =1n(2)
k=1
La série Z ¢, converge | et sa somme totale est donnée par
neN*
+o00o
Z cr =1n(2)
k=1
4. Prenons maintenant x = —% € [—%; 1]. Par on obtient que
n k+1 1\ k
5 1
m<1_7> = ( 2)
= n+1

Ainsi,
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ou encore

1
_IH(Q)_ZW < &

LB
S n+1

k=1

n
P , . 1 .
Donc par le théoreme d’encadrement, ngrfoo In(2)— kg 1 ok = 0. Conclusion, EEN* a, converge | et sa
= n

somme totale vaut

+oo
Z ap = In (2) .
k=1

5. On remarque pour tout n € N*, la décomposition suivante :

1 1 1 2 1

nn+1)2" ~ (n+1)20 02" (n4+1)2n+l p2n

= 20p41 — Ap.

Donc pour tout n € N*|
n n
b =bo+ Y bk
k=0 k=1
n n
= 1+2Zak+1 - Zak
k=1

k=1
n+1 n

= 1—1—22%—2%
1 k=2 k=1

n n
:1+2an+1+22ak—2a1—2ak
k=1

k=1
2 1 &
1l ——— 2=+ Y
(n+1)2n+1 72 kz::l
1 n

=t > .
(n+1)2n kz::l

Or par la question précédente Z a, converge vers In (2) donc Z b, converge | et sa somme totale
neN* neN

est donnée par

+o0
Z b, =1n(2).
n=0

Partie 2 : Pour devenir un Euler Prime, il faut savoir faire une transformée d’Abel

On considere dans cette partie E up, une série a termes positifs convergente et (v,),,cy une suite conver-

neN
+oo
gente. On pose également pour tout n € N, U, = Z U
k=n-+1

6. Par hypothese, pour tout n € N, u,, > 0. Donc pour tout n € N,

“+00 “+o0
Un+1 —Up = Z Uk — Z up = —Unt1 < 0.
k=n-+2 k=n+1

Ainsi, | (Uy),,cn est décroissante |

ViE
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7. La suite (vp),, oy converge. Or toute suite convergente est bornée. Donc la suite | (vy,),,cy- st bornée |

8.

10.

Par la question précédente, il existe M € Ry tel que pour tout n € N, |v,| < M. Alors pour tout
n € N,
0< |(Un—1 - Un) 'Un’ = (Un—l - Un) "Un’

car (Up), ey est décroissante. Donc
Vn € N, 0<|(Up-1—=Un)vn| < M (Up—1—Up).
Or Z uy converge. Donc nécessairement, la suite des restes tend vers 0 : lim U, = 0. De plus, par

%
neN noreo

télescopage, pour tout n € N*,

Z Up—1 — Up) = Uy — Un,.

Donc Z M (Uy,—1 — U,) converge vers M Upy. Donc par le théoréme de comparaison des séries & termes
neN
positifs, on en déduit que Z |(Un—1 — Up) vp| converge. Autrement dit
neN*

Z (Up—1 — Up) vy, converge absolument |.

neN*
—+00 —+00

Puisque pour tout n € N*, U,,_1 — U,, = Z Up — Z up = Unp. On en déduit que pour tout n € N*,
k=n k=n+1

Zukvk Z kal—Uk)U
k=1

Donc d’apres la question précédente, Z Un v, converge | De plus de 'égalité précédente, on en

neN*
déduit que pour tout n € N*,
+oo +o0
S wvr =Y (Up—1 — Up) vg
k=n-+1 k=n+1

Formule qui reste vraie si n = 0.

On suppose que Z U,, converge. Puisque pour tout n € N, u,, > 0, on en déduit que pour tout n € N,
neN

“+oo
Z up =0

k=n+1

Donc pour tout n € N*,
0 < |Upvp| = |on| Uy < MU,,.

Or Z U,, converge par hypothése. Donc il en va de méme pour Z MU,. Donc par le théoréeme de
neN neN
comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que Z |U, vy | converge i.e. Z U, v, converge.
neN neN

Or la convergence absolue implique la convergence. Donc Z U, vy, converge | De méme Z U,—_1vp,
neN neN

/i
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converge. Il est donc possible de scinder la somme de la question précédente. On obtient pour tout

n €N,

+00 +o0o +oo

Ro= Y U -Udve= Y. Upqvp— > Uy

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Soit N > n + 1. Alors
N-1

Z Ug—1vk — Z Ugvp _ = ZUkUk:-i-l Z Upvp = Untns1+ Y, Uk (vp41 — vi) + Unon
k=n+1 k=n-+1 k=k—1 k=n k=n+1 k=n+1

Puisque Z Upv, converge, on a Unyvyn N—> 0. Donc par convergence des différents termes et

neN e

passage a la limite quand N — 400, on obtient

+oo

R, = Unvn+1 + Z Uy, (karl — ’Uk) .
k=n+1

Partie 3 : Il ne reste plus qu’a étre le plus rapide pour bien (se dé)tendre

On pose désormais pour tout n € N,

+o0 1

+oo +00
Z ag, Bn: Z bku Un: Z ﬁ

k=n+1 k=n+1 k=n+1
11. Soit n € N. On a pour tout N >n+1,

N N 1

N
Zbkézwk\:Zm

k=n+1 k=n+1 k=n+1

1

k(k+1)2k S o g~ Ainsi,

Or pour tout k >n+1 donc

1 1
’ k41 < n+1’
N 1 N

Z Ok <n—|—1

k=n-+1 k=n+1

Donc par passage a la limite quand N — 400 (et la continuité de la valeur absolue),

JFZO:O : io .
k=n+1 n+ 1 k=n-+1 n+ 1
Conclusion,
Ap
Vn € N, B, < .
[Bnl < n+1
Ba| B
Or pour tout n € N, A,, > a,+1 > 0. Donc par encadrement lim = 0ouencore lim |—|=
n—-+o0o n n—-+0o0o An

B,
ce qui est aussi équivalent a lim —— = 0. Conclusion,
n—+oo Ay

B, < A,

n—-+00

3

12. On a les points suivants :

o/
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. Z on est une série a termes positifs convergente en tant que série géométrique de raison % €
neN
[0;1].

(%)n e+ tend vers 0 quand n — +oco donc est une suite convergente.

e Pour tout n € N, on a

N 1
s+ Lo 1 l-grmm 1 1op
k +1 _ 1 +1 _ 1

Donc par passage a la limite quand N — 400, on obtient

+Z°° 1 1 1 1
5 — ontli _ I on-
po 2 T antly LT on

Ainsi pour tout n € N, U, = % Donc Y, ey Un est une série géométrique de raison 1/2 € [0;1]
et est donc convergente.

1

Donc d’apres la question avec pour tout n € N, u,, = et v, = %, les séries ), oy Unvy €t

2n
> nen+ Unvy, converge et
“+o00 “+oo
Vn €N, > ukve =Untng1+ Y Up (Vg1 — vg) -
k=n+1 k=n+1
c’est-a-dire dans ce cas,
+0o0 +0o0
1 1 1 1 1 1
Yn €N, 3 _ + 3 7(7_7)
bt 1 n2"  2"n+1 k=n+12 k+1 k
Conclusion,
1
A4 N A, = B,.
13. Puisque B, = o0(4y),ona
n—-4o0o
- L o4 & Avto(dn) = !
" o too mn (n_|_ 1) 0\ n T On n——00 on (TL—|—1)
Ainsi

1
" n—;\jﬁ-oo AL (n—l— 1)'

Attention, on peut simplifier ’équivalent (et il faut donc le faire). On a n + 1 L Donc par
n—-—+0oo
1

1 .
) TTT) oo T2 Conclusion,

produit puis inverse

1

n ~ .
n——+oo 2"

14. Posons cette fois-ci pour tout n € N*, v,, = —ﬁ et pour tout n € N, u,, = 2% Alors on a toujours

* D heN Un converge.
o Pour tout n € N, U, = 5 et 3_,cn Uy, converge.

e (Un)pen- est une suite convergente (vers 0).

7/i4
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Donc d’apres la question [10.

= 1 = 1 1
kzn;l 2" (n+1) (n+2) kzn;l 2k (k+1)(k+2) Ek(k+1)
1 = 2
= o + 2 o
2" (n+1) (n+2) joi 2 E(k+1)(k+2)
Or pour tout N > n + 1,
N N
1 2 2
w2 E(k+1)(k+2) n+3 Pl
Donc par passage a la limite sur N, (possible car >, cnbn €t >, cn- %m sont convergentes)
on obtient N
oo
0< Z ik 2 <_ 2B, .
o1 2 kE(k+1)(k+2) n+3
X1 2
D’ot — = B,).D
N 2 F R D v ) D0
B.+0(B)) = !
Ainsi,
1 -1
"notoo 20 (n+1)(n+2) notoo n22n°
Conclusion,

1

n ~ T 55—
n—+oco NN

B

Probléeme II - Applications linéaires

Soit n € N*. Soit f l'application qui, a toute matrice M de ., (R), associe :
f(M)=M+Tr(M)I,

Partie 1 : En suivant la trace laissée par le noyau, vous verrez une belle image

1. L’application f est bien définie sur ., (R) et est a valeurs dans .#, (R). Montrons que f est linéaire.
Soient (A, p) € R? et (M, N) € 4, (R)%. On a les égalités matricielles suivantes :

JOAM+uN) =AM+ uN +Tr (AM + uN) I,
=AM+ puN + (ATr (M) 4+ pTr (N)) I, par linéarité de la trace
=AM +Tr(M)I,)+ p(M+Tr(N)I,)
= \F(M) + uf(N).

Donc f est bien linéaire et les espaces de départ et d’arrivée coincident. Conclusion,

‘l’application f est un endomorphisme de ., (R). ‘
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2. Soit M € Ker (f). Par définition,
f(M) =0, & M +Tr (M) I, =0, & M = —Tr (M) I,.

En particulier,

Tr (M) =Tr(=Tr (M) I,) = —Tr (M) Tr (I,,) par linéarité de la trace
———
€R
= —nTr (M)

D’ou
(n+1)Tr (M) =0 & Tr (M) = Og.

3. Soit M € Ker (f). Par la question précédente, Tr (M) = Og. Or nous avions par définition, M +
Tr (M) I, = O,,. Ainsi,
M+ 0, =0, & M = O,.

Donc Ker (f) € {O,}. Or l'inclusion réciproque est aussi vraie car Ker (f) est un sous-espace vectoriel
de ), (R). Conclusion,

[ Ker (f) = {On} -]

4. Par la question précédente, on en déduit directement que

‘l’endomorphisme f est injectif.‘

Or f est un endomorphisme en dimension finie. Donc

ll’application f est un automorphisme de ., (R) donc notamment un isomorphisme.

5. Directement par la question précédente, puisque f est bijectif, il est notamment surjectif :

[ (f) = 4 (R).|

6. (a) Soit M € 4, (R). On a
fAM)=fof(M)=f(M+Te(M)I,) = f(M)+Tc(M)f(I,) par linéarité de f
= M 4 Tr (M) I, + Tr (M) (I, + Tr (I,) I,)
=M+ (n+2)Tr (M) I,.
Deés lors,
(f°=(n+2)f+(n+1)1dg) (M)
= fA(M) = (n+2) f(M)
=M+ (n+2)Tr (M) I, -
= Oy,

1
2OIM—-—(n+2)Tr (M) L, +(n+1) M

Ceci étant vrai pour tout M € E, on conclut que

fP=(n+2)f+(n+1)1dg = 04p).

(b) Par la question précédente, on a

fF=(n+2)f+(n+1)Idg = 0y & fol(f—(n+2)Idg)=—(n+1)Idg

n—+2 1 )
= Idg — —— =1Id
fo<n+1 E n—i—lf E

On retrouve que f est bijective et de plus,

n+ZI
n+1

o4

;=

1
E_n—i-lf'
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Partie 2 : La dimension quatre, c’est facile a abattre

On suppose dans cette partie uniquement que n = 2.

7. La base canonique de .#5 (R) est :

# = (e a2 = (g ] Jo o) 1 0] 1))

= (lg ) o o v oo o)

8. On a les égalités ensemblistes suivantes :

et

ail a2
Ker(TT) - {Lzm a2

€ M R) | ar1 + axp = 0}

= {[_am (112} S .//Q(R) avec (azg,alg,agl) S RS}
a1 a22

= {agg {_1 0} + a2 [0 1} + a9 [O 0} avec (a22 a2 CLQl) S RS}
0 1 0 0 1 0 ’ ’

([ B L D)

La famille By = (—F11 + Ea, E12, E91) est une famille génératrice de Ker(Tr). Montrons qu’elle est
libre. Soit (a,b,c) € R? tel que

d’ou :  Ker(Tr)

a(—E11 + E) + bE13 + cEy = Os.

Alors,

ﬂ = (04 et donc a = b =c = 0. Donc % est libre. D’ou

‘930 = (—E11 + Ea2, E12, E21) est une base de Ker (Tr) . ‘

Conclusion :

‘dim(Ker(Tr)) = Card(%4) = 3. ‘

9. La famille (/2) est libre (car constituée d’un seul vecteur non nul) et est génératrice de Vect (I3),
donc est une base de Vect (I3). Montrons que B; = (%o, I2) est une base de .#5(R). Les opérations
élémentaires ne modifient pas le rang :

rg (%1) = 1g(—E11 + E22, E12, B, I2)

1
=rg (Fa2, E12, Eo1, I2) C1 + 3 (Ch1+Cy)
= 1g (Ea2, Er2, Eo1, En1) Ci Cs—Cy
=4 car on reconnait la base canonique de .#5 (R).

Donc rg (%) = Card (#1) donc % est libre. De plus rg (%) = dim (#> (R)) donc A, est génératrice
de 5 (R) donc % est une base de .#5 (R). Ainsi (I2) est une base de Vect (I2), %y est une base de
Ker (Tr) et #1 = (Ao, I2) est une base de .#5 (R). Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

| Kex(Tr) @ Vect(Iy) = #5(R). |

10/]14]
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10. Posons &' = (Ao, I2).

i/ .
Vérifions que &' = (%A, I2) convient i.e. { #' est une base de F (i)

Yu € #', f(u) et u sont colinéaires (i7)
(i) Par la question précédente.

(73) | Soit M € #'. Montrons que f(M) et M sont colinéaires.
Comme M € %' = (A, I2), il vient que :

M —
M € %) (M) Tr(M)=0g
ou d’ou : ou
M =1 f(Iy) = Iy + Tr (1) I = 3T,

Dans tous les cas, f(M) et M sont colinéaires. Conclusion,

3%’ base de E telle que, VM € %', f(M) et M sont colinéaires.

Partie 3 : Mais la dimension n, c’est pas pour les hyénes
Dans cette partie, n désigne a nouveau un entier naturel supérieur ou égal a 1 quelconque.
11. Montrons que Vect(I,) N Ker(Tr) = {O,}.

D Une intersection d’espaces vectoriels est un espace vectoriel, donc contient le vecteur nul.
A € Vect(1,,) INeR| A=),

C Soit A € Vect(ln) N Ker(Tr). Alors { A € Ker(Tr) Tr(A) = Or

ou encore {

Montrons que A = O,,.
On a les équivalences suivantes

Tr(A) =0r <= Tr(A,)=0r car A=\,
< MTr(I,) =0r par linéarité de la trace
< M =0 car Tr(I,) =n
— A=0p carn # 0
Donc A = M, = O,, et donc Vect(I,,) NKer(Tr) C {O,}.

Conclusion,

| Vect(I,) N Ker(Tr) = {O,}. |

12. Soient M € #, (R), A € Ker (Tr) et B = Vect (I,,) telles que M = A + B. Puisque B € Vect (I,,),
alors il existe A € R tel que B = A\ I,. De plus,
Tr(M)=Tr(A+B)=Tr(A+ \1,) =Tr(A) + \Tr (I,,) par linéarité de la trace
=An car A € Ker (Tr).

Ainsi, A = Tr(nM) car n > 1. D’ou

I.

13. Nous venons de redémontrer par une analyse que la décomposition d’une matrice M comme un élément
de Ker (Tr) plus un élément de Vect (I,) est unique et que donc ces deux espaces sont en somme directe.
Procédons a la synthese. Soit M € E = .4, (R). Montrons que M € Ker (Tr) + Vect (I,,). Posons

T (M e (M
D 4y - TAD
n n

B

I,.

Deés lors,

11/14
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none Tr (M Te (M
Arp=TO0D oy TNy
n
e De plus,
Tr (M
BT 1 et (1)
\_\n,_/
€R
o Enfin,
Tr (M) Tr (M) o
Tr(A)=Tr| M — I, ) =Tr (M) Tr (1) par linéarité de la trace
n n
Tr (M
ey - 0D,
n

Donc A € Ker (Tr).

Finalement, on obtient que
M = A+ B € Ker (Tr) + Vect (1,,) .

Ceci étant vrai pour toute matrice M € E. On en déduit que E C Ker (Tr) 4+ Vect (I,,). Or on a aussi
Ker (Tr) + Vect (I,) C E. Donc
Ker (Tr) + Vect (I,,) = E.

De plus par la question les deux espaces sont en somme directe. Conclusion,

‘Ker (Tr) & Vect (I,) = E. ‘

14. Par la question précédente,
dim (Ker (Tr)) + dim (Vect (I,,)) = dim (E) = n?.

Or (I,,) est libre car formée d’une seule matrice non nulle et engendre Vect (I,,) donc (I,,) est une base
de Vect (I,,) qui est donc une droite vectorielle :

dim (Vect (I,,)) = 1.

Finalement,

dim (Ker (Tr)) = n? — dim (Ker (Tr)) = n? — 1.

15. Par les questions précédentes, nous avons vu que la décomposition de toute matrice M € E est donnée

par
Tr (M Tr (M
VM € E, M=M— ( )In—l— ( )[n.
n
€Ker(Tr) €Vect(In)

Ainsi, on en déduit que la projection sur Vect (I,,) parallelement & Ker (Tr) est donnée par

EF — F
M s DD

n

p:

De méme plus la symétrie par rapport a Vect (I,,) parallelement a Ker (Tr) est donnée par s =
Idg + 2 (p — Idg) = 2p — Idg et donc

F — F
M s 2By 6

n

12/14
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16. Montrons que :
(1) Ker(f —Idg) = Ker(Tr) et (17) Ker(f — (n+ 1)Idg) = Vect(Z,)
(i) On a les égalités ensemblistes suivantes :

Ker(f —Idp) = {M e E|(f—-1dg)(M)=0g}
= {MecE|fM)-M=0g}
= {MeE|Tx(M)L, =05}
= {MeE|Tex(M)=0r} car I, # Og
= Ker(Tr).

(74) Montrons que par double inclusion que Ker(f — (n + 1)Idg) = Vect(I,,).

Soit M € Ker(f — (n+ 1)Idg). Alors (f — (n + 1)Idg)(M) = O, ie. f(M) = (n+ 1)M.
Montrons que M € Vect(I,).
On a les équivalences suivantes :

FM)=(m+1)M &  M+Te(M),=(n+1)M
Tr(M)

& M = I, € Vect(1,)
\‘n,_/
=XeR
Donc Ker(f — (n + 1)Idg) C Vect(I,,).
D Soit M € Vect(I). Alors 3N € R, M = AI,,.
Montrons que M € Ker(f — (n+ 1)Idg) ie. f(M)=(n+1)M.
On a les égalités matricielles suivantes :

f(M) = f(AL,) =M, + Te(A,) L, = (1 +n)(A,) = (n+1)M
D’ou Vect(I,) C Ker(f — (n+ 1)Idg).

Conclusion,

‘Ker(f —Idg) = Ker(Tr) et Ker(f — (n+1)Idg) = Vect(l,,). ‘

17. Montrons que Im (f — Idg) C Vect (I,,). Soit M € Im (f — Idg). Alors, il existe N € E tel que

M= (f-1dg)(N)=f(N)=N =N+ Tr(N)I, — N =Tr(N) I, € Vect (I,,).
SN

Donc Im (f — Idg) C Vect (1,).

Montrons que Im (f — (n+ 1) Idg) C Ker (Tr). Soit M € Im (f — (n+ 1) Idg). Alors, il existe N € E
tel que

M=(f—(n+1)1dg)(N) = f(N) = (n+1)N =N + Tt (N) I, — (n + 1) N = Tr (N) I, — nN.
Par la linéarité de la trace, on en déduit que
Tr (M) = Tt (Tt (N) I, — nN) = Tt (N) Tt (I,,) — n'Tr (N) = Og.
Donc M € Ker (Tr). Ceci étant vrai pour tout M € Im (f — (n+ 1) Idg), on en déduit que

Im(f —(n+1)Idg) C Ker (Tr).

Conclusion,

[Im (f —Tdp) C Vect(I,) et Tm(f—(n+1)Idg) C Ker (Tr).|
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18. Par le théoreme du rang, on a

dim (Im (f —1dg)) = rg (f —Idg) = dim (E) — dim (Ker (f —1dg)).
Donc par la question [I6],
dim (Im (f — Idg)) = dim (E) — dim (Ker (Tv)).
Or par la question [14.] dim (Ker (Tr)) = n? — 1. Ainsi,
dim (Im (f — Idg)) = n? — (n? — 1) = 1 = dim (Vect (1)) .

Or par la question précédente, Im (f — Idg) C Vect (1,,). Conclusion,

|Tm (f — ) = Vect () .|

De méme, par le théoreme du rang,
dim (Im (f — (n +1)1dg)) = rg (f — (n + 1) Idg) = dim (F) — dim (Ker (f — (n + 1) Idg)) .
Donc par la question [16],
dim (Im (f — (n + 1)Idg)) = dim (E) — dim (Vect (I,,)) = n® — 1.
Or par la question dim (Ker (Tr)) = n? — 1. Ainsi,
dim (Im (f — (n+1)Idg)) = dim (Ker (Tr)) .

Et puisque par la question précédente, Im (f — (n + 1) Idg) C Ker (Tr), on en conclut également que

‘Im(f—(n—l—l)IdE):Ker(Tr).‘

« La dimension c’est béton, le théoréme du rang c’est puissant. »
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