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Corrigé du DS10 - Concours blanc
probabilités, algebre

Probléme I - Probabilités

On lance a plusieurs reprises une piéce retournant pile avec une probabilité p € ]0;1[. Les lancers sont
supposés indépendant. On souhaite compter le nombre de changements de face obtenus lors de n € N*
lancers. On fixe (£2,P) un espace probabilisé sur lequel toutes les variables aléatoires de ce probléme sont
supposées définies. Pour tout n € N*, on note
e X, la variable aléatoire retournant 1 si la piece donne pile au lancer numéro n et 0 si la piece donne
face a ce lancer.

o S, la variable aléatoire retournant le nombre de changements de face obtenus durant les n premiers
lancers.

Par exemple si la piece a donné pile - face - face - pile alors So =1, S3 =1, 5S4 = 2.
Soit n e N, n > 2.

Partie 1 : Généralités et premiers lancers

1. Donnons la loi de X,,. Par définition, on a X,, () = {0;1} donc X, suit une loi de Bernoulli. Son
parametre est donné d’aprées ’énoncé par

Conclusion,

n
2. Déterminons la loi de T}, = Z X}, et précisons P (T, = 2). Par hypothese les X}, sont
k=1

e indépendants,
e de loi de Bernoulli,

e de méme parameétre p.

Par conséquent, T}, suit une loi binomiale de parameétre n et p :

’Tn’\’%(n’p)‘

On en déduit directement que

P(T, =2) = <n>p2 (1 _p)n—Q — M (1 _p)n—Q .

3. Déterminons 'univers image de .S,,. On lance la piece n fois, il y a donc un premier lancer puis n — 1
lancer pendant lesquels, pour chaque lancer il est possible d’avoir un ou aucun changement. Si on a
aucun changement, S, = 0 et si on a des changements a chaque lancer, S, = n—1. Il est aussi possible
d’avoir toutes les valeurs entre ces deux extremums. Conclusion,

‘Sn(Q) = [[O;n—l]].‘
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4. (a)

Calculons P (X # X2). Puisque X; ~ % (p), la famille ((X; =0),(X; = 1)) forme un systeme
complet d’événements (incompatibles). Donc par la formule des probabilités totales,

P(X1 #Xo) =P(X1 # X2 | X1 =0)P(X1 =0)+P(X1 # Xo | X1 =1)P(X1 =1)
=PO0#Xe [ X1 =0)P(X1=0)+P(1#Xo | X1 =1)P (X5 =1)
=P(Xo=1[X; =0)P(X1 =0)+P(Xo=0| X1 =1)P(X; =1)

car X» (©2) ={0,1}

P(Xo=)P(X;=0)+P(Xo=0)P(X; =1)  car X; 1L X,

p(l=p)+ (1A =p)p  car X1~ Xo~Z(p).

=1
=1

Conclusion,

P(X) # Xa) =2p(1-p).|

Déterminons la loi de Sy. Par la question silence, S (©2) = {0;2 — 1} = {0;1}. Donc nécessaire-
ment Sy suit une loi binomiale dont le parametre est donné par la probabilité de changer de face
entre le lancer 1 et 2 donc

P(Sy =1)=P(X; # X3).

Par la question précédente, on a donc P (S2 = 1) = 2p (1 — p). Conclusion,

|82~ 2 (2p(1-p)).]

Exprimons (S3 = 1) en fonction des (X; = 0) et (X; = 1), € [1;3]. L’événement (S2 = 1) signifie
que 'on obtient un seul changement de face durant 3 lancers. On peut donc avoir Pile - Pile -
Face ou Pile - Face - Face ou Face - Pile - Pile ou Face - Face - Pile.

Ainsi,
(Ss=1)=[(X1=1)N(X2=1)N(X3=0)][J[(X1 =1)N (X2 =0) N (X3 =0)]
UlxXi=0n(Xe=)n Xz =1 JI(X1 =0)N (X2 =0)N(X3=1)].

Calculons P (S3 =1). Dans la question précédente, on observe que les unions sont disjointes.
Donc

P(S3:1):IP<X1:1,X2:1,X3:0)+P(X1:1,X2:0,X3:O>
—i—IP(Xl:O,XQ:1,X3:1)—|—]P>(X1:0,X2:0,X3:1).

Or les lancers sont indépendants,

P(Sy=1)=P(X1 = )P(Xz = 1)P (X3 = 0) + P (X1 = 1) P (X5 = 0) P (X3 = 0)

I
~

fa
I

Enfin, X; ~ X9 ~ X3 ~ % (p). D'ou,

P(Ss=1)=p*(1—-p)+p(1—p)°+(1—p)p*+(1-p)°p
=p(l-p)(p+1—p+p+1-p)

Conclusion,
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(c) Déterminons la loi de S3. Par la question |3, on a S3(Q) = [0;2]. Par la question précédente,
P(S3=1) =2p (1 — p). Calculons P (S3 = 0). De méme que dans la question précédente,

(95=0)=(X1=0,X2=0,X3=0)J(X1=1,Xo=1,X5=1).
Ainsi,
P(S3=0)=P(X;=0,X2=0,X3=0)+P(X; =1,X9=1,X3=1) car 'union est disjointe
=P(X;=0)P(Xy=0)P(X3=0)
+P(X1:1)P(X2:1)P(X3:1) caerj_LXQJ_LXg
=(1-p)°+p° car X1 ~ Xo ~ X3 ~ %(p).
Et de méme,
]P)(S322) :P(Xl :0,X2:1,X3:O)+]P)(X1 :1,X2:0,X3: 1)
=P(X;=0)P(Xe=1)P(X3=0)
—|—]P(X1:1)P(X2:0)]P(X3:1) car X7 1L Xo 1l X3
(1=pPp+p*(1—p)  car X1 ~ Xy~ X3 ~ B(p)
=p(l—-p)(1—p+p)
=p(l—p).

Pour résumer :

2 0 1 2
P(Ss=k) | PP+(1-p° | 2p1-p) | pd—p)

Vérifions notre résultat par le fait que la somme des probabilités doit faire un :

P4+A-p)P+2p(1—p)+p(1—p)=p*+1-3p+3p> —p* +3p(1—p)
=1—3p+3p +3p—3p?
—1 0K/

On pouvait aussi dans la question ne calculer que P (S5 = 0) et obtenir P (Ss = 2) par la formule
P(S3=2)=1-P(S3=1) —P(S3 =0) ou l'inverse.

6. Calculons P(S3=1|X; =1). Puisque p > 0, onaP(X; = 1) =p > 0. On a vu & la question [5.a] que
(53:1):(X1:1,X2:X3:0)U(X1:X2:1,X3:0)
U(Xl:0,X2:X3:1)U(X1:XQZO,ngl).
Ainsi,
P(S3=1[X1=1)=P((X1i=1,X=X3=0U(X1=X2=1,X3=0)| X; =1)
:]P)(Xlzl,XQZXg:(HXl :1)—|—]P(X1:X2:1,X3:O|X1:1)
car 'union est disjointe
(X2:X3:0|X1:1)+P(X2:1,X3:0‘X1:1)
(Xo=X3=0)+P(Xy=1,X3=0)
car Xs et X3 sont indépendants de X,

P
P

=(1-p)’+p(1-p)
=(1-p)(1-p+p)
=1-p.

Conclusion,

P(S5=1]X1=1)=1-p|

3/i8
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7. Calculons P(X; =1|S3 =1). Par la question P(S3=1)=2p(1—p) >0 car p € |0;1[. Par la

formule de Bayes,
S3=1|X1=1)P(X;=1)

P(S5=1)
Par la question précédente, P(S3=1|X;=1) = 1 — p. Par la question X1 ~ %AB(p) donc
P (X1 = 1) = p et enfin par la question [5.b] P (S5 = 1) = 2p (1 — p). Ainsi,

P(Xi=1]8=1)=

P(X1:1|53:1):m:;

Conclusion,

1
P(X1=1]8=1)=.

Partie 2 : Au lancer n

8. (a) Précisons (S, =0) en fonctions des (X =0) et (X =1), k € [1;n]. Pour n’obtenir aucun
changement, il faut toujours obtenir pile ou toujours obtenir face. Ainsi,

0
3
I
]
SN—
I

(Xi=Xp= =X, =0 U(X1=Xp=- =X, =1)|

P(S,=0)=P(X;=Xo=---=X, =0)+P(X; = Xg=--- = X,, = 1)

Conclusion

P(Sy=0)=p"+(1—p)".]

9. Calculons P (S,, = 0, X,, = 0). Par la question on a
(S =0,X,=0)=(X1=Xp=--- =X, =0).

Donc comme dans la question précédente,

P (S0 =0,X,=0) = [[ P(Xe=0) = (1-p)".
k=1

10. Déterminons une condition nécessaire et suffisante sur p pour que (S, = 0) et (X,, = 0) soient indé-
pendants. Par définition, ces événements sont indépendants si et seulement si

P (S, =0, X, =0) =P(S, =0)P (X, =0).
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11.

12.

13.

Donc par ce qui précede,

(Sn=0 1L (Xn=0) <« (1A=-p"=p"+10-p)"](1-p)
& (1—p)" t=p"+1—-p)" car p <1
s (1-p i --pt=p"
& (I-p"t1-(1-p)=p"
& (1-p)"lp=p"
& (1—p)"t=p! car p >0
1_ n—1
& (—p> =1
p
1—p 1—p
& — =1 car >0etn—1#0carn > 2
p
& 1l—-p=p car p > 0
= 1=2p
o 1
p—2.

Conclusion,

(S, =0) 1L (X, =0) < p:%.

Expliquer par une phrase pourquoi, pour tout k& € [0;n — 1], (S, = k, X;,, = 0) est indépendant de
(Xn+1 =0). Soit k € [0;n]. L’éveénement (S, = k) compte le nombre de changements entre les lancers
1 et n. Donc (S,, = k) ne dépend que de X7, Xs, ..., X, et non du lancer n+ 1 i.e. X,,11. De méme,
(S, =k, X, = 0) ne dépend que X7, Xo, ..., X,,. Or X, 11 est indépendant de X7, Xo, ..., X,,. Dés
lors,

Wk € [0;n],  (Su =k, Xy =0) 1L (Xp41 =0).|

Montrons que pour tout k € [1;n], P(Sp+1 =k, Xpn+1 =0,X, =0) = (1 —p)P (S, =k, X,, = 0). Soit
k € [1;n]. Supposons k < n—1. Si X,, = X,,41 = 0, alors nous n’avons pas eu de changement de face
entre les lancers n et n 4+ 1. Dans ce cas, S, = Sp4+1. D’ou

P (Spi1 =k, Xnp1 = 0, Xn = 0) = P (Sp = k, Xps1 = 0, X, = 0).
Par la question précédente, (S, =k, X, =0) 1L (X,4+1 = 0) donc
P(Sn—i-l = kaXn+1 = OaXn = 0) = P(Xn—i-l = O)P(Sn = kaXn = O) = (1 —p)P(Sn = k'vXn = 0) .

Si k = n, alors on a eu des changements a chaque lancer et donc P (S,,+1 = k, X;,41 =0, X, =0) = 0.
Puisque S, (2) = [0;n — 1], on a également P (S, =k, X,, = 0) = 0. La formule reste donc vraie.
Conclusion,

Wk € [0;n], P(Spi1 =k, Xnp1 =0,X,=0)=(1-p)P(S =k X, =0).|

Montrons que pour tout k € [1;n],

P(Spi1 =k Xps1=0)=(1—-p)P(Sp =k, X, =0+ (1 —p)P(Sp =k —1,X, =1)
P(Spi1 =k, Xpi1=1)=pP(Sy =k, X = 1)+ pP (S, =k — 1, X,, = 0).

Soit k € [1;n]. La famille ((X,, =0), (X, = 1)) forme un systéme complet d’événements. Donc par
la formule des probabilités totales,

P(Sn+1 =k Xpy1 = 0) = P(Sn-i—l =k X1 =0,X, = 0) + P(Sn—i-l =k Xp1=0,X, = 1) .

JE
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14.

15.

Par la question précédente, P (Sp+1 =k, Xp+1 =0,X, =0) = (1 —p)P (S, = k, X, =0). De méme,
si X, =1et X117 =0, alors X, 11 # X, et donc S, 11 =S, + 1. Ainsi,

P(Sn-‘rl :k7Xn+1 =0,X, = 1) = (Sn+1 :kan—l-l =0,X, = 1)
= (Sp=k—1,Xpi1=0,X,=1).

Or X, 41 est indépendant de S,, et de X,, donc

]P)(Sn+1 :k,Xn+1 :O,Xn: 1) :P(Xn+1 :O)P(Sn :k?—l,Xn: 1)
=(1=-p)P(Sp=k-1,X,=1).

D’ou

‘P(Sn-‘rl :k7Xn+1 :O) - (1_p)]P)(Sn =k, X, :0)+(1_p)P(Sn =k-1,X,= 1)‘

De la méme fagon,

P(Sn—i-l = k7Xn+l = 1) :P(Sn+1 = kan+1 =1LX,= 0) +P(Sn+1 = k’Xn+1 =1X,= 1)
—P(Sh =k —1,Xni1=1,Xn=0) +P(Sp =k, Xpp1 =1, Xp = 1)
= P (Sp =k — 1, X1 = 1) + pP (Sp = b, X1 = 1)

Conclusion,

[P (Sni1 =k X1 =1)=pP (S =k, Xp=1) +pP(Sp =k — 1, X, =0) .|

Déterminons pour tout (i,7) € {0;1}%, P(Sy = i, X = j). On observe que
(Se=0,X0=0)=(X; =X2=0).

Donc
P(Sy =0,Xs=0) = (1—p)°.

De méme, pour les autres valeurs, on obtient alors,

P(S2=0,X2=0)=(1-p)* P(S=0,Xo=1)=p’
P(S2=1,Xo=0)=p(l—-p) P(S2=1Xo=1)=p(l-p).

Retrouvons la valeur P (S3 = 1). La famille ((X3 = 1), (X3 = 0)) forme un systeme complet d’évene-
ment. Donc par la formule des probabilités totales,

P(Sg = 1) :P(S3 =1,X3= O) +IP)(S3 =1,X3= 1).
Par la question en prenant n =2 et k=1 € [1;2],

P(Sg = 1) = (1—p)]P)(52 = 1,X2 :O)—l-(l—p)]P)(SQ :O,XQ = 1)
+pP(S2=1,Xo=1) +pP(S2 =0,X5 =0).

Donc par la question précédente,

P(Ss=1)=(1—p)p(l—p)+(L—p)p*+pp(1—p)+p(1—p)°
=p(l-p)l—p+p+p+1-p
=2p(l—p).

Conclusion, on retrouve le résultat de la question

\P(53=1)=2p(1—p)-\

JE
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Partie 3 : Cas de la piece équilibrée

On suppose dans toute la suite que p = 1/2. On pose pour tout ¢t € R,
n—1
Gn(t) =Y P (Sn=k)t",
k=0

appelée la fonction génératrice de S,,.

16. Déterminons G, (0) et G, (1). Par définition,

Par la question

D’autre part,

Gn(1) = nfp(sn =k)1* znfp(sn =k).
k=0 k=0

Or (Sn = k)jeo;m—1] forme un systéme complet. Donc Gy (1) = 1. Conclusion,

. 1
T o9on—1?

Gn(0) Ga(1) = 1.

17. Précisons pour tout ¢t € R, Go(t). Par définition, pour tout ¢t € R,
Ga(t) =D P(Se=k)tF =P (Sy=0) +tP(S2 =1).

Par la question
Go(t) =(1=2p(1—=p)) +2p(1 —p) =1 —2p+2p> + 2p(1 - p)t.

Or p =1/2. Donc

1t 14t
=1-1 Sy =21
Ga(t) t2x 5=

Conclusion,

1+t
Vt € R, Gg(t):%.

18. Pour tout k € [1;n], exprimons P (S,4+1 = k) en fonction de P (S, = k) et P(S, =k — 1). Soit k €
[1;n]. On sait que (Xp41 = k) ke[o:1] forme un systéme complet d’événements. Donc par la formule
des probabilités totales,

]P)(Sn+1 - k) - P(Sn+1 - k,Xn+1 - 0) +P(Sn+1 - k?,Xn+1 - ].) .
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Par la question [I3] on obtient

P(Spt1=k)=1—-p)P(S,=k,X,=0+1—-pP(S,=k—-1,X,=1)
+pP (S, =k X, =1)+pP(S,=k—-1,X,=0)
_ %P(Sn:k,Xn:0)+%IP(Sn:k:—1,Xn: 1)
1 1

1
= S (P(Su =k X0 =0)+P(Sy=k~1,X, =1)

P (Sp =k, X, =1)+P (S, = k—1,X, =0))

1
= i(IP’(Sn =k)+P(S,=k—-1)),
par la formule des probabilités totales car (X, = k) kefoa] forme un systeme complet d’évenements.

Conclusion,

P(S,=k)+P(S, =k—1)
: .

Vk € [Lin], P(Spq1=k)=

19. Montrons que pour tout t € R, G,11(t) = %Gn(t). Soit t € R. On a par définition,

n

Grs1(t) = D> P(Spp1 = k)t" =P (Spp1 =0) + > P(Spi1 = k)t
k=0 k=1

Par la question précédente,

Gri1(t) =P (Spt1 :0)+§:P(Sn=k)+19>(5n:k_1)tk

k=1 2
18 L
_]P’(Sn+1—())+§kz::1P(S =k)th 4+ = kZ:lIP’ S, =k—1)tk

i
L

P(S,=k)tF+0—-P(S, 0)) car P(S,=n)=0

k=0
1= .
+§ZP(Sn:k)tk+1 en posant k =k — 1
k=0
P(S,=0 1 t
=P(Sp1 =0)— ( "2 ) + 5Gn(t) + 5Gn(t)
"+ (1—p)" 1+t
=p"T 4+ (1 —p)"tt = e (2 r) + ;_ Gn(t)  par la question 8.9
1 1 et 14t
= onil + St 5 5 Gn(t) car p=1/2
1 1 14¢
BETIETRENC R
141
= TGn(t)
Conclusion,
1+t
VteR, Gpii(t) = TGn(t).

20. Déterminons une expression de G, (t) en fonction de n et de t. Soit ¢t € R. Posons pour tout n > 2,
u, = Gp(t). Par la question précédente,
1+t
2

Vn 22, Upyr =

/8

Upy.
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Donc la suite (up),, -, est une suite géométrique de raison ¢ = HL (qui est bien indépendant de n!).

Des lors,
1+t

n—2
Vn > 2, un:< 5 > Ga(t).

Donc par la question

n—2 n—1
ns2 Gn(t):<1+t> 1+t:<1+t) '

2 2 2
Conclusion,
1 t n—1
Vn>2, Gut) = (;)

21. Par la question précédente,

n—1 n—1
1+t
Vt € R, PSn:ktk:(—) .
1;:0 ( ) 5

Posons P = ZZ;(% P(S,=k)XFecR, 1[X]et Q= (%)nil € R,,—1[X]. On a donc, par la formule

du binéme de Newton,
1 ”‘1<n—1> L ”‘1<(n—1) 1 ) L
X% = X",
n—1 Z Z n—1
2 = k = k 2

P(t) = Q).

Donc le polynéme P — () admet une infinité de racines et donc P — @ = Og[x) i.e. P = () ou encore

Ses - =5 ("))

k=0 k=0

Q=

Or pour tout t € R,

Conclusion, par unicité des coefficients d’un polynome,

Vke[0n—1], P(Sh=k) = <”;1) 27}_1.

22. Vérifions la cohérence avec les questions et Par la question
1 1 1

BETRISTES T

n—1 1 1
]P)(Sn:()):< 0 )2n1 :2n71’

’cela est bien cohérent avec la question @‘

D’autre part, par la question

P(S,=0)=p"+(1—-p)"

Par la question précédente,

Donc

Et par la question précédente,

Conclusion,

’cela est bien cohérent avec la question @‘

e
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Probléeme II - Algebre (d’aprés banque PT 2022)

Soit M une matrice de Ms (R). On note M7 sa transposée et Tr (M) sa trace. Un sous-espace vectoriel F' de
M (R) est dit stable par produit si pour toutes matrices M et N de F', le produit M N appartient & F'. Soient

. . b . .
a, b et ¢ trois réels. On note M (a, b, c) la matrice {CCL a} et fup. 'endomorphisme de R? canoniquement

associé a M (a, b, c). E désigne I’ensemble des matrices M (a, b, ¢) et £ I'ensemble des endomorphismes fq p -
lorsque (a, b, ¢) parcourt R3. Enfin on note I = M (1,0,0), J = M (0,1,0) et K = M (0,0,1).
Partie 1 : Questions de cours

1. Soit n un entier naturel non nul. On a

dim (M, (R)) = n?.

2. Soit z € C. On a

> 2" converge & |z| < 1.

Dans ce cas,

+oo
Zz": ! .
= 1—=2

Partie 2 : Un supplémentaire orthogonal

3. Démontrons que F est un espace vectoriel et précisons une base et la dimension de cet espace. Par
définition,

o {M(a,b,c): [CC‘ zj € Ms (R) | (a,b,¢) E]R3}.

On observe alors les points suivants,

o EC M3 (R) et Ms(R) est un espace vectoriel.
e Si M =09, alors en prenant a =b=c¢, on a M =0y = M (0,0,0) € E.
« Soient (M, M') € E? et (A, u) € R2. Alors, il existe (a,b,c,a’,b,c’) € RS tel que M = M (a, b, c)
et M/ = M (a/,V,c). Dés lors,
AM + N—A[“ b} + [a/ b’}
HE=Ae o]l TPl o
B {)\a+,ua’ Ab+ pb
e+ pd Na+pd
=M (Aa+pa' ,\b+pb' , Ae+pud') € E.

Donc E est stable par combinaisons linéaires.

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de My (R) et donc

’E est un espace vectoriel. ‘

On pouvait aussi écrire E directement sous forme de Vect.

De plus, posons Eis = (8 (1)> et Fy1 = <(1) 8) On a

E= { [CCL ﬂ =als + bE12 + cE12 € My (R) | (a,b,c) € RS} = Vect (12, E12, F21) .

10/18
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Donc B = (I, E12, Ea1) engendre E. Soient (a, 3,7) € R? tel que

aly + BE12 + vE2 = 09.

Alors, <?; g ) = (02 et donc par unicité des coefficients d’une matrice, « = g = v = Or. Ainsi, Bg

est libre. Conclusion,

’,%E est une base de E et dim (£) = Card (%g) = 3. ‘

4. Donnons une base d’un supplémentaire de E dans My (R). Posons Eay = (8 ?), PBr = (E92) et

F = Vect (Bp).

o ABr est une base de F,

e Ar engendre F et est constitué d’un vecteur non nul donc est libre et est donc une base de F',

« Posons Bp,r = (Bg, Br). Soient (a,b,c,d) € R* tel que
aIQ + bE12 + CE21 + dE22 =0.
Alors,

:b: =
(a b ):02 & “ c=0 = a=b=c=d=0.
c a+d a+d=0

Donc Bryr est libre. De plus, Card (Bg4+r) = 4 = dim (M2 (R)). Donc #rr est une base de
M (R).

Conclusion, par le théoréeme de la base adaptée,

F = Vect (Fa2) = Vect ((8 (1)>> est un suppémentaire de £ dans Mj (R).

On considére la fonction ¢ définie sur (My (R))? par :
¥(M,N) € (M (R))*, ¢(M,N)=Tr (MTN).

5. Soit N € Ms (R). Démontrons que I'application ¢, : M +— ¢ (M, N) est linéaire. Soient (A, 1) € R?
(M, M) € My (R)?. On a les égalités suivantes :

@1 (AMy + pMs) = ¢ (A My + My, N)
=Tr (A My + pMy, N)' N)
=Tr (()\ M+ uMQT) N) car la transposée est linéaire
=Tr (AM{N + uMF N)
=2Tr (MlTN) + pTr (MQTN) car la trace est linéaire
=A@ (M, N) + pp (M, N)
= A1 (M) + ppy (Ma) .

Conclusion,

‘l’applica‘cion y est linéaire. ‘
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6. Vérifions que ¢ (I,J + K) =0. On a
p(IJ+K)=Tc (1" (J+ K)).

10

0 1) = I5. Donc

OrI:M(l,0,0):<

+

0 1>+<0 O))
00 10
0

1

0))

Conclusion,

(o (I,]+K)=0.]

7. Caleulons H =2 (¢ (K, 1) 5oy + ¢ (K, J + K) 57557 )- On a

p (K, I)=Tr (K'I) = Tr (KT) = Tr (K) = Tr ((? 8)) =0

p(I,1) =Tr (I ) = Tr (I) =2
rex=(g o)+ (1 0)=( o)
e =n(( 0 (7 3)=(( 3¢ 3)-n(( 9)-
e (I 1) B ()

Deés lors,
0 1 1 0 1
H2<0+1X (1 o) Xz) - (1 0) =k
Conclusion,
0 1
i D rex

8. Montrons que & = (I,J, H) est une base de E. Commencons par observer que I = M (1,0,0) € E,
J=M(0,1,0) € E et H=J+ K € E par stabilité de E par somme (ou encore H = M (0,1, 1)).
Donc £ est bien une famille de vecteurs de E. De plus, on peut si on le souhaite montrer que £ est
génératrice de E. Montrons plutdt ici que 28 est libre. Soient (a, b, c) € R? tel que

al +bJ + cH = 05.

Alors,

a:
(a b+c>:02 & b+c=0 & a
c=0

I
f=p
I
o
I
o
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Donc 4% est libre. Enfin, par la question
Card (#) =3 =dim (F).

Conclusion,

‘la famille & est une base de F. ‘

9. On pose B+ = {M e M ([R) | ¢ (I, M) = ¢ (J,M) = ¢ (H,M) =0}. Démontrons que E* est une
droite vectorielle. Soit M = ( Z . On a les équivalences suivantes :
e(I,M)=0
M ¢ E+ & ©(J,M)=0
w(H,M)=0
(Tr (M) =0
Tr 0 0\ /fa b _o
& 10 c d
1
Tr 0 a b _ 0
10 c d
a+d=0
& a b
Tr c d _0
L a b

Ainsi,
1 1 0 ))
E— = Vect ((O 1 .

Ainsi E* est bien un espace vectoriel, engendré par un seul vecteur directeur, il est donc de dimension
1:

‘l’ensemble E+ est une droite vectorielle. ‘

10. Montrons que E1 est un supplémentaire de E. Montrons que E+ N E = {02}. Soit M € E+ N E.
Puisque M € E, il existe (a, b, c) € R? tel que

u=(0 o)

De plus, M € E+ donc par la question précédente, il existe A € R, tel que M = A (é _Ol> Par
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unicité des coefficients d’une matrice,

Donc M = 0q. Ainsi, EX N E C {02}. Or {02} € E+ N E. Conclusion,
EtNE ={02}.
De plus, par les questions précédentes
dim (E*) + dim (E) = 1+ 3 = 4 = dim (M (R)).

Conclusion,

les espaces E* et E sont supplémentaires dans Ms (R).

11. Montrons que pour tout (M, N) € E+ x E, o (M, N) = 0. Soient (M,N) € E+ x E. Alors, il existe

(a,b,c,\) € R* tel que
a b 1 0
w=("" vaa(l Y)

Donc
o (M,N)=Tr (M"N)
(G 6 5)
k()
=A(a—a)
= 0.
Conclusion,

V(M,N)e EXtxE, ¢(M,N)=0.

Soit p un projecteur appartenant a £ distincte de 'identité et de l'application nulle. Il existe donc deux
droites vectorielles distinctes D1 = Vect (e1) et Dy = Vect (e2), avec (e1, e2) une base de R?, telles que p
soit la symétrie sur D; parallelement a Ds.

12. Ecrivons la matrice de p dans la base (ej,ez) et calculons la trace de cette matrice. Puisque e; =
e1 + 0 € Dy ® Dy par définition de la projection,

p(e1) = ey.
Au contraire, e = 0+ eo € D1 ® Do donc
p(e2) = Ogz.

Par conséquent,

1 0
A = mat(el’eg) (p) — <0 O)

et on a
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13.

14.

Soit B la matrice de p dans une autre base. Par la formule de changement de base, il existe P € GL3 (R)
tel que B = P~'AP. Des lors,
Tr(B) = Tr (P~'AP).

Or Tr (UV) = Tr (VU) donc
Tr(B) =Tr (APP_l) =Tr(4).

Conclusion,

| Tr(B) = Tr(4) = 1|

Déterminons quelles sont les matrices M (a,b, c) pour lesquelles fq . est un projecteur (distinct de
l'identité et de 'application nulle). Soit p = fq 4. un tel projecteur et A = M (a, b, c) sa matrice dans
une base, avec (a, b, c) € R3. Par la question précédente

1=Tr(M(a,b,c)) ="Tr <(Z 2)) = 2a.

Par conséquent,

a = —.

2

1/2 b
c 1/2

I’endomorphisme p = f, 5 . est un projecteur si et seulement si p o p = p ou encore si et seulement si

Cela exclut déja l’identité et ’application nulle. Donc A = ( > Maintenant, on sait que

A? = A,

<1£2 1l/)2) (122 11/)2> - (122 11/)2>
= (Z tbc —ibc) - <1£2 1?2)
1
4

Donc

p est un projecteur &

=
& bc =

Conclusion, I'ensemble des matrices M (a, b, ¢) représentant une projection est donné par

7= {MG’b’ib) - (1/1(/42b) 1?2) ‘beR*}'

Partie 3 : Espaces stables par produit

15. Montrons que le produit de deux matrices de E n’est pas toujours une matrice de £. On note par

-1 0

no-0=( o) (% 0)= (3 V)er

0 1
10 ) € F et pourtant

exemplequeH:(O 1>EEetJ—K:<

Conclusion,

le produit de deux matrices de F n’est pas toujours une matrice de E.
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16. L’objectif de cette question est de déterminer les droites vectorielles A de F qui sont stables par
produit. Soit A une droite vectorielle engendrée par My = M (ag, b, o).

(a) Si A est stable par produit alors puisque My € A, on a directement Mg € A. Réciproquement,
supposons que M3 € A. Soit (My, M) € A?. Puisque My engendre A, il existe (A1, o) € R? tel
que M7 = A My et Mo = Ay My. Des lors,

My My = A\ Mg M.

Puisque MZ € A et que A est un espace vectoriel (donc stable par multiplication externe), on
obtient que MMy € A. Ceci étant vrai pour tout couple d’éléments de A, on en déduit que A
est stable par produit. Conclusion,

A stable par produit & Mg € A.

(b) On suppose que Mg € A.
i. Par hypothese, A = Vect (Mp). Donc par définition, si MZ € Vect (M), alors

INER, M = X M.

2 ag by ag by a% + boco 2a0bg
My = C - 2 240, ’
o ap/ \co ap apco ag + 0oco

ii. Calculons :

Dés lors, si A =0 i.e. Mg = 09, alors

CL% 4+ bopcg =0
2a0bg = 0
2agcog = 0
ag +boco =0

Supposons ag # 0. Dans ce cas,
2 _
ag +boco =0
bp=0

COZO
(1(2)+b000:0

= ap =0 contradiction.

Donc ag = 0 et par suite bgcyg = 0 donc bg = 0 ou ¢y = 0. On obtient donc My = (CO 8) =
0

0 bo

coK ou My = (O 0

) = byJ. Conclusion,

‘si A =0, alors My est proportionnelle a J ou K.

iii. On suppose que A # 0. On pose M| = %Mo. Alors, (Mé)2 = L MZ. Or par hypothese,

)\2
Mg = \ My. Donc
1 1
— A\NMy= —
A2

(Mg)* = My = M.

Conclusion,

/ . . .z N .
M) est la matrice canoniquement associée a un projecteur.
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(c) Procédons par analyse-syntheése. Si MZ € A, alors Mg = A Mp. Si A = 0 alors, on a vu qu’il
existe u € R tel que My = pJ ou My = pK. Si A # 0, alors %Mg est une matrice de E (car
My € A C E) d’un projecteur. Donc par la question My = Oy impossible car My engendre
une droite, My = Iy ou il existe b € R* tel que

%MO - (1/1(/421)) 11/)2) & M=A (1/1(/35) 1?2) ‘

Réciproquement,
o si My = pJ. Alors, M¢ = p?J? = 1?09 = O3 € A.
o De méme, si My = puK, alors M@ =05 € A.
e SiMy=1I,=1I,alors M2 =M, € A.

e Enfin, si My = )\< 1/2 b >, b € R*, alors, par la question H ( 1/2 b ) est la

1/(4b) 1/2 1/(4b) 1/2
matrice d’un projecteur. Donc
o 2 1/2 b > _
My =X (1/(4b) 1/2 =AMy € A.

Conclusion, par la question [16.a] on en déduit que A est stable par produit si et seulement si

‘A:Vect(f) ouU A =Vect(J) oU A:Vect(K)‘

| oU TR, A= Vect (M (1/2,b,1/(4b))) |

17. L’objectif de cette question est de déterminer les plans vectoriels de E stables par produit.

(a) Posons P; = Vect (I,.J). Soit (M, M') € P?. 1l existe alors (a,b,a’,b') € R* tel que M = al +bJ
et M' =d'I + V' J. Par suite,

MM' = ad'I? + ab'1J + d'bJI + bb'J? = ad'I + (ab' + a'b) J + 03 € Py.

Conclusion,

‘le plan vectoriel engendré par I et J est stable par produit. ‘

(b) Onadéjaobservéque H (J — K) = (J+ K)(J — K) ¢ E, donc en particulier (J + K) (J — K) ¢
Vect (J, K). Or J+ K € Vect (J,K) et J — K € Vect (J, K). Conclusion,

‘le plan vectoriel engendré par J et K n’est pas stable par produit. ‘

(c) Soit M (a,b,c) € E. On a les équivalences suivantes :

M (a,b,c) = (Z 2

sos-{(; 2

La famille (I, J + K) engendre E NSy (R) et est libre (les deux matrices ne sont pas colinéaires)
donc (I, J + K) est une base de £ N Sy (R). Ainsi ’ensemble des matrices symétriques de E est
un plan vectoriel. Montrons qu’il est stable par produit. Soit M = M (a,b,b) et M’ = (a’, ', V)
deux éléments de £ N Sy (R). Alors,

(@ b) (a’ b’)_(aa’+bb’ a’b+ab’>
MM_(b a ¥ od) \ab+ab ad + by GEQSQ(R).

)ESQ(R) & b=c &= M (a,b,c) = M (a,b,b) .
Ainsi,

(a,b) GRQ} = Vect (I, J + K).

Conclusion,

I’ensemble des matrices symétriques de E est un plan vectoriel stable par produit.
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(d)

Soit (b, ¢) # (0,0). Posons M = al + 8 (bJ + cK) = M («, b, Bc) et M =a/I+ ' (bJ + cK) =
M (o, 8'b, 5'c). Dés lors,

MM =ad I+ (af +d'B) (b + cK) + BB (b] + cK)*.

Or
oo = (0 0) (¢ o) = (5 ) =ver
Ainsi,
MM’ = (a/ +be) I+ (aff + o/ B) (bJ + cK) € Vect (I,bJ + cK) .
=a =g
Conclusion,

‘le sous-espace vectoriel engendré par I et bJ + cK est stable par produit. ‘

Soit P = Vect (U, V') un plan vectoriel de E stable par produit, avec (U, V) deux matrices de
E non colinéaires. Il existe (a,b,c,a’,b,c') € RS tel que U = M (a,b,c) et V. = M (d’,b,c).
Supposons que a = a’ = 0. Alors, U et V sont des combinaisons linéaires de J et K, donc (J, K)
engendre P ce qui est impossible d’apres la questionm Donc (a,a’) # (0,0). On peut supposer
a# 0 (le cas a = 0 et a’ # 0 se traite de la méme fagon). Dans ce cas, puisque les opérations
élémentaires ne modifient pas ’espace engendré,

P = Vect (U,V) = Vect (al +bJ + cK,d' T+ J +K)

1
= Vect I+bJ+CK,a’I+b’J+c’K> Cy +— ~C4
a a a
b c , ad , ad ,
=Vect | [+-J+-K,(b——b|J+|c ——c|K Cy+— Cy—a'Chy.
a a a a

Posons V' = b — %lb, d=d - %c et V' =0"J+ K. Alors on a V" € P et donc par stabilité

par produit, (V") € E i.e.
2
(0 0) =('5 i) =veree
Or V" #£ 0 (car vecteur directeur de P) donc b”¢” # 0, et donc I € E. Puisque I # O3, I est un
vecteur directeur du plan P. Soit W un vecteur de P non colinéaire a I :
P = Vect (I,W).
Puisque W € P C E, il existe (o, 3,7) € R3, W = M (a, 3,7). On obtient alors,
P = Vect (I,od + pJ +vK) = Vect (I, 5J + vK) Cy < Cy — aCh.

Conclusion, les seuls plans vectoriels de E stables par produit sont de la forme

P = Vect (I,bJ + ¢K), (b,c) € R2
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