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Corrigé du Devoir Surveillé 11
Variables aléatoires et géométrie

Probléme I - Variables aléatoires

On considere deux urnes U et V. Initialement, I'urne U contient deux jetons rouges indiscernables et 'urne
V' contient deux autres jetons verts indiscernables. A chaque instant, on pioche un jeton dans 'urne U et
un jeton dans 'urne V. On permute alors ces deux jetons, en rangeant celui venant de I’'urne U dans I'urne
V et celui provenant de 'urne V' dans I'urne U. A chaque étape, chacune des urnes contient donc toujours
deux jetons.

Partie 1 : Comportement initial

Pour tout £ € N, on note U le nombre de jetons verts présents dans 'urne U.

1. Au tout début, on sait que I'urne U ne posseéde aucun jeton vert. Donc Uy est déterministe et vaut :

Up = 0.

A Tinstant 1, puisque 'urne U ne possede que des jetons rouges, on va forcément en piocher un jeton
rouge. De méme, on va forcément piocher un jeton vert dans I'urne V. On se retrouve donc avec I'urne
U et I'urne V' qui contiennent chacune un jeton rouge et un jeton vert. Par conséquent, U; est aussi
déterministe et

U =1

A Tinstant 2, les choses commencent enfin & étre intéressantes. Calculons P (Us = 0). Pour réaliser
Uy = 0, il faut enlever le jeton vert de 'urne U : 1 chance sur 2 car 'urne U possede deux jetons mais
aussi il faut avoir repris le jeton rouge dans 'urne V' : 1 chance sur 2 également. Les deux tirages sont

supposés indépendants. Deés lors,
1

1
De la méme fagon, pour obtenir (U = 2), il faut avoir enlevé le jeton rouge de I'urne U et Iavoir
remplacé par le jeton vert de I'urne V' :

1
P(UQZO):§X

N | =

P (U = 2) =

1
1

N | —
N | =

On peut alors ou se fatiguer a décrire les fagons d’obtenir (Us = 1) (on intervertit les deux jetons verts
avec une probabilité 1/4 ou on intervertit les deux jetons rouges avec une probabilités 1/4) ou alors, on
observe que ((Uz =0),(Uz =1), (U = 2)) forme un systeme complet d’évenements (incompatibles)
et donc

1 1 1
Pl2=1)=1-Pl2=0)-P(lz2=2)=1-~-2=3.
Conclusion, la loi de Uy est donnée par
1 1 1

Soit k € N, k > 2. Commencons par prendre ¢ = 0 et supposer Uy = 0. Alors a I’étape k I'urne U
contient deux jetons rouges et aucun jeton vert. Par conséquent I'urne V' contient deux jetons verts
et aucun jeton rouge. On se retrouve dans la méme configuration qu’a I’étape 0, donc de méme que
pour Uy, on a Uiy = 1 dans ce cas :

P(Ug1=1|U=0)=1 et P(Uky1=0|Ur=0)=P (U1 =2|Ur=0)=0.
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Supposons maintenant que U = 1. Alors, comme pour passer de Uy a Us, on a
1 1
]P’(UkH:O\Ukzl):P(UkH:Q]Uk:l):Z et P(Uk+1:1|Uk:1):§.

Enfin, si Uy = 2, alors I'urne U ne possede que des jetons verts et I'urne V' que des jetons rouges, on
va donc forcément échanger un jeton vert contre un jeton rouge et dans ce cas, Upy1 = 1:

P(Upr =1 U =2)=1 et P(Up1=0|Up=2)=P(Upp1 =2| Uy =2) =0.

Résumons ces résultats par un tableau : P (Uit = j | Uy = i) est donné par

N [0 172
0 0] 1 1]0
1 1] 5|1
2 0] z]0

. Pour tout i € [0;2], on a par la question [L] P (Us = i) # 0. Donc pour tout (i,4) € [0;2]?,
P((Us=j)N(Uz=1)=P(Us=j|Uy=14)P(Us=1).

Donc par la question précédente pour k = 2 et les valeurs de P (Uz = i) données a la question on
obtient par exemple,

P((Us = 0)N (Tr = 1)) = | x

N |
02¢]

En procédant de méme pour les autres valeurs :

U\U, [ 0 [ 1] 2
0 0]+ 1]0
L IR
2 0] 3]0

La famille (Us = 2);cp9,97 forme un systéme complet d’évenements (incompatibles). Donc par la formule
des probabilités totales,

2
IP’(ngO):ZP((ngo)ﬂ(ngi)):0+é+0:1.

=0

Donc P (Us = 0) P (U = 0) = £3 = 5. Or par le tableau précédent, on a P ((Us = 0) N (Uz = 0)) = 0.
Donc
P((Us=0)N(Uz=0)) #P (U3 =0)P (U =0).

Conclusion,

‘Les variables Uy et Us ne sont pas indépendantes. ‘

. La famille (U = 1) ie[o:2] forme un systéme complet d’événements (incompatibles), donc par la formule
des probabilités totales, on a

2

P(Us=j)=Y P((Us=j)N (U =1)).
=0

11 suffit donc de sommer les colonnes du tableau précédent :

i | P(Us=1)
0 1/8
1 3/4
2 1/8

2/
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5. Par définition, on a
Cov (UQ, Ug) =E (UQUg) —E (UQ) E (Ug) .

On a donc par la loi obtenue a la question précédente,

E(UQUg) = Z ij]P)((U2 = Z) N (US = ]))

1<i,5<3
=04+1xP((Ua=1)NU3=1))+2xP((Uzs=1)N (U3 =2))
+2xP((U=2)NUs=1))4+4xP((Uy=2)N (U3 =2))
1 1 1
:Z+2><§+2><Z—|—4><0
=1.

De plus par la question précédente,

1 3 1
E(U;)=0x-+1x-+2x-=1.
(Us) gtlxg+t2xg
De plus par la question [I] on a
1 1 1
E(U2) =0x > 4+1x=+2x-=1.
(Us) 0><4+ ><2+ X7

Conclusion,

| Cov (Up, Us) =1—1=0.]

Les variables Uy et Us sont donc non corrélées mais ne sont pas indépendantes pour autant.
6. Par ce qui précede, on a P (U = 1) # 0 et P(Us = 1) # 0. Donc par la formule de Bayes,

P(Us=1|Us=1)P(Us=1)

P(Uy=1|Us=1)= P s =) .

Or par la questionavec k=2 onaP(Us=1|Us=1)= % et par ce qui précede, P(Us =1) = %
et P(Uy = 1) = 4. Conclusion,

NI
X
NI
[a—

P(Upy=1|Us=1)= =z,

[N
w

Partie 2 : Nombre de passage a 1’équilibre

On dit que le systéme des deux urnes est a 1’équilibre lorsque chaque urne posséde un jeton rouge et un
jeton vert i.e. lorsque Uy = 1.

Pour tout k € N, on note X, la variable aléatoire retournant 1 si Up = 1 et 0 sinon. On pose également
n

pr =P (X =1) et pour tout n € N, S, = Z Xk, le nombre de fois ou les urnes ont été équilibrées durant

k=0
les n premieres étapes.

7. Puisque Uy est toujours nulle, alors . A contrario, comme U; = 1, on a . La variable
X5 est, elle, non constante et puisque les seules issues de Xo sont 0 ou 1, on en déduit que Xo suit
une loi de Bernoulli de parametre

1
pp=P(Xo=1)=P(U2=1) = 5 par la question [T]
Conclusion,
1
(D)
2
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8. Soit n € N, n > 2. Puisque Xy =0, on a

P(Sn:n):IP’(zn:Xk:n> :P(Zn:Xk:n).
k=0 k=1

Or pour tout k € N*, X, € {0;1}, pour que S,, = n, il faut et il suffit d’avoir X; = Xy =--- = X,, = 1.
Ainsi,
P(Sn:n):IP’(ﬂ (szl)) :P(ﬂ (Uk:1)>.
k=1 k=1

Par la formule des probabilités composées :

P (S, =n) = !ﬁP(Ukzl
k=2

Or I’état des urnes a ’étape k ne dépend que de celui de ’étape k — 1 et par la question

k

N U = 1))

P(U; =1).
=1

i—1

1
IP’(Uk:l N (Ui:1)> =P(Up=1|Up1=1)= .
2
k=1
Par conséquent,
1 1
P(S,=n)= T % 1= ST

9. Soit k € N, k > 2. On sait que (U, = i)ie[[O;Qﬂ forme un systéme complet d’événements (incompatibles)
non négligeables. Donc par la formule des probabilités totales,

pk+1:P(Uk+1:1):P(Uk+1 =1 ’ UkZO)P(Uk:0)+P(Uk+1:1 ‘ Uk:1)P(Uk:1)
+P(Ups1 =1|Ux =2)P (U, =2).

Donc par la question [2]

1
Prr1 =P (Up =0) + P (U, =2) + spr

2
= —P(Uk—1)+%
Pk
:1—pk+?
—1_ b
5
SikzO,alorspl:1:1—0:l—po,ok.Sikzl,pgz%:1—%:1—%1.Laformulerestevraie.
Conclusion,
Vk € N, pk+1:1—%.

10. Par la question précédente, (pi),cy €st une suite arithmético-géométrique. Soit w € R, on a w =

1-3 & w= % Posons pour tout k € N, qr = pi, — % Alors pour tout k € N,

2 pe 2 1 pe_ 3-p a

= —_—=]l = = - —= = =
qk+1 = Pk+1 3 5 3 3 9 B) 5

Donc (qi) ey €st une suite géométrique de raison —%. Ainsi pour tout k£ € N,

B +2_(—1)’“ +2_(—1)’“( 2)+2_2 . (—=1)*

Vk e N, pk:2<1— (_1)k).

Conclusion,

3 2k

ez
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11.

12.

13.

14.

Soit k € N. La variable aléatoire Xj n’ayant que deux issues 0 et 1 est une loi de Bernoulli de

parametre P (X, = 1) = pg.
2 (—1)k
~ —_ 1 — .
Vk € N, X %’(3( ok ))

Donc en particulier

et
V(Xk) = pr (1 = pr)
5050 (5455
505005
= % (1 + 2(;)16 - (;}c)k + 22;)
= g (1 - (;}c)k + 22;)
Conclusion,

Soit n € N. Les variables X} n’étant pas indépendantes, on ne peut pas conclure directement que S,
est une loi binomiale.
Soit n € N. Par linéarité de la somme, puis la question précédente,

n

B - &2 D"\ 2(n+1) 2 1\*
E<sn>—ZE<Xk>—I§pk—23(1— . )_ N

k=0 k=0

On reconnait une suite géométrique de raison —% # 1. Donc

E(S,) = 2(n+1)_21—1(_§)n+1 2(n+1) 4 (1_ (_1)n+1) _ 2(n+1)+3<1_(_1)n+1).

3 3 1+1 3 9 gntl 3 g+l
Conclusion, pour tout n € N,
20n+1) 4 (1)t
2 4 (=p*t _ 2 . -
Ona s +3 (1 - W) e 0 (?”) Donc par la question précédente,
2n
E(Sn), e 3

Asymptotiquement, sur n étapes, en moyenne, les 2/3 correspondent a un état a I’équilibre Uy = 1.

5 /24
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Partie 3 : La matrice stochastique associée

P (U, = 0) 0 1/4 0
Pour tout k € N, on pose Wi, = |P (U, =1)|. On définit également A= | 1 1/2 1
P (Uy = 2) 0 1/4 0

15. Soit k € N, k > 2. Puisque (U = i)ie[O;Q]] forme un systeme complet d’éveénements non négligeables,
par la formule des probabilités totales,

P (U = 0)
Wisr = |P (U, = 1)
P (U, =2)

[P(U41=0 | Up=0)P(U};=0)+P(Uj11=0 | Up=1)B(Up=1)+P(Uj11=0 | Up=2)B(Ux=2)
= | P(Upp1=1| Up=0)P(Up=0)+P(Ups1=1 | Uy=1)B(Up=1)+P(Ugs1=1 | Up=2)P(U=2)
| P(Uk+1=2 | Up=0)P(U=0)+P(Ug+1=2 | Up=1)P(Up=1)+P(U+1=2 | Ux=2)P(Uy=2)

Donc par la question [T]

0x P Uy =0)+ 1P (U =1)+0x P (U, =2)
Wii1 = |1 xP(Up =0) +%]P’(Uk:1)—|—1><IP>(U =2)
OxPU,=0)+7P(Ur=1)+1xP(Uy =2)
0 1/4 0\ [P(Ux=0)
11/2 1) |PU,=1)
0 1/4 0/ |P(Up=2)
1/4 0
De plus, par la question |[1|Wy = [1/2| = A |1| = AW; et W = AW,. Donc la formule reste vraie
1/4 0

pour k =0 et kK = 1. Conclusion,

\wc €N, Wi = AW, \

16. Soit f € & (R3) I’endomorphisme canoniquement associé a A. Pour tout (z,y,z) € R?, on a

Y

X X 4
flly =Aly|l=(z+5+=
z z 4

Conclusion,

R® —» R?
(z,9,2) = (ho+§+29).

17. On cherche (e, e9,€3) € (R3)3 telle que

f(e1) = Ops, [ (e2) = e, f(e3) = —%3.

Cherchons e; tel que f (e1) = 0 i.e. e; € Ker (f). Soit (x,y,2) € R3. On a les équivalences suivantes :

(
(x,y,2) € Ker (f) & (g,x—i- + z, ):ORs

4

y=20

m+ +2=0
y—O
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Donc
1
Ker (f) = Vect 0
-1
1
Posons e; = | 0 |. Cherchons maintenant es. Soit (x,%,2) € R3. On a les équivalences suivantes :
-1
f@y) =@y o (Le+itnd)=@y2)
4 2 4
r—4=0
& r—%+2=0
2—2=0
r=14
& r—%+2=0
z=14
r=14
& {4-tey=o
z=14
Y
& ==
T= =2
Donc
1
Ker (f —Idgs) = Vect | [4
1
1
Posons es = |4|. Enfin, cherchons es. Soit (x,%,2) € R%. On a les équivalences suivantes :
1
1 Y y y) ( Ty Z)
= — — {:} — = — - -z ___
f@y,2) = =5 (@.9,2) (Fe+i+22)=(-3 53
544 =0
& r+y+z2=0
b5 =0
Donc
—)
1 2
f((L',y,Z):*i(CL',y,Z) ~ $+y+Z:O
-4
r=—4
& 4 +y—2=0
z=-%
Yy
& =-Z =z
x 5 = #
Donc
1 1
Ker <f + §IdR3) = Vect -2
1

7/
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1
Posons e3 = | —2|. Montrons maintenant que % = (e1, e2,e3) est une base de R3. Posons ¢ la base
1
canonique de R? et P = maty (£). On a
1 1 1
P=10 4 -2
-1 1 1
Calculons son rang :
11 1
rg(P)=rg| 0 4 -2 L3+ L3+ L
0 2 2
11 1 Ly LI,
=rg| 0 2 -1 ?
0 1 1 L3 — §L3
11
=rg| 0 ~1 L3 — 2Ly = 3.
0 0

Donc P est inversible et # est bien une base de R3. Conclusion,

1 1 1
B = (e1,e9,€3) = 01|, |[4],]-2 est une base de R?
-1 1 1
et
00 0
D=matgz(f)=10 1 0
00 —1/2
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0 x
18. Soit W] = matg (W1). On sait que Wi = [1|. Posons W{ = |y |. Par la formule du cours, on a
0 z

0 1 1 1 x
W1 = PW{ & If=10 4 -2 Y
0 -1 1 1 z
r+y+z=0
< qy —2z=1
—r+y+2=0
r+y+z2=0
& dy —2z=1 LM—@#Q
y+z=0
rT+y+z=0
= y+2=0 Lo+ Lj
4y —2z=1
z+y+z=0
=4 y+2=0 L3y <+ L3 —4Lo
—62=1
e AR
& y=-z=4¢
1
=76
Conclusion,
1 0
W] =maty (W1)==| 1
6 -1

19. Soit k € N. Par la question [I5] on a
Wi =P "Wy = PLAW,, = P~ APW].
Or par la formule de changement de base, P"'AP = D et donc

Wi\ = DWj.
Donc par récurrence, pour tout £ € N*, attention c’est faux en £k =01!1!!
0 0 0 1 07 . 0
W,=Dwi=(0 1 0 bl O S R |
0 0 (—1/2)k1) 0] 1] Ofcw
- 2!971
Conclusion,
) 0
Vk € N*, W, =~ 1
61y
2k—1
Par suite, pour tout & € N*,
1 1 1 ) 0 . 1+—§?f
We=PW,=[ 0 4 —2|=| 1 |==]4_2CD"
6 k 6 2k—1
-1 1 1 ) (=¥
2k—1 1+ ok—1
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Conclusion,

vk € N*,

Wi =

[

_1\k
1 + (le—)l

Nk
4280

Tk
1 + (le—)l

20. Par la question précédente, pour tout k € N*,

1
:(4_2
6

(—1)’“> _
9k—1 -

Conclusion, ‘on retrouve bien le résultat de la question [10/

21. Par définition,

E(U)=0xPUr=0)+1xPUr=1)4+2xP(Ux=2).

(1+15) -

Donc par la question [19]

E(Uy) = -

<4_

2(_1)k) 42

2k—1

6

Cela se congoit assez bien car on observe une symétrie sur l’état O et I’état 2 : la variable Xy, est donc

« centrée en 1 » a partir du rang 1.

D’autre part, par le théoreme de transfert,

E(UZ) = 0*x P (U = 0)+ 12 x P(Uy = 1) + 4 x P (U}, = 2)

1 —1)F
(i)

D’ou, par la formule de Koenig-Huygens,

V(Ur) =E (X?) —E(X3)* = %

1
3

(1+

4 —1)*
(52

_1)k
)

-1

1
=3\ 1+ 9T

On vérifie notre résultat pour k = 1, on a V(Uy) = % (1 + 7) = 0, ce qui est cohérent car Uy est

constante.

Enfin, Uy étant constante, on a V (Uy) = 0. Conclusion,

1

VheN, VU ={ k=0
€N, k) = K .
% (1 + (le,)l ) si k # 0.
22. Par la question [I9]on a
! 14 (2;1,)1 1 1
Weo = lim Wi = lim = [4—2CD8 — = |4
k—+o00 k—+4o00 6 2 6
1 + (_1) ].
2k—1
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Conclusion,
1
1
1
Et donc
1 0 1/4 0 1
WOOTAZE[l 4 (112 1)=cf1 4 1] = W'
0 1/4 0
Conclusion,
Wool = W TA.

Tiens, tiens, tiens... En réalité ceci est un résultat général sur les chaines de Markov, Wy, est la
mesure invariante (on a beau la multiplier a droite par A, on reste en W, ). On vient donc d’établir
sur un exemple que la chaine de Markov converge vers la mesure invariante.

Alors out je sais on aurait pu vérifier juste que Wy, = AWoo mais c’est un cas trés particulier de cet
exercice qui s’explique simplement par le fait que A est symétrique (ce qui n’est pas toujours le cas).

Probléme II - Géométrie

Dans l'espace R? muni du repére (O, 7, 7, Z), on considere la surface d’équation S : 22 = 2yz.
Partie 1 : Quelques points, droites et plans issus de S

On pose A (2,1,2) et B(2,2,1), C(6,2,9) et D (0,0,—1).

1. Montrons que A, B, C, D et O sont cinq points de S. Pour le point A, onaz =2, y=1et z = 2.

Donc
?=4etyz=2x1x2=4.

Ainsi,
z? = 2yz.

Donc A € S. De méme,
2 =4=2x%x2x1.

Donc B € S. Puis,
62=36=2x2x09.

Donc C € S.
02=2x0x (—1).

Donc D € S. Enfin,
02=2x0x0.

Donc O € S. Conclusion,

(A,B,C,D,0) € S°.

2. Calculons det (14—3), A—C), E) et interprétons. On a

_Jo 4 _[-2
AB| 1|, AC|1|, AD|-1
1 7 -3

11//24
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Donc
N 0 4 -2
det (AB,AC,AD) =|1 1 -1
-1 7 -3
0 4 -2
=0 & —4 Lo+ Lo+ Lg
-1 7 -3
0 2 -1 .
—2x4x|0 2 -1 Li=al — (1) x8F !
1 7 _3 Lg(—ZLQ 2 -1
On peut observer alors que L1 = Ly ou C; = —2C5 pour en déduire que le déterminant est nul. Sinon,
det (AB, AC, AD) = —8 (-2 +2) =0.
Conclusion,

det (E, A—C'), E) = 0.

On en déduit que la famille (E , AC , A—D)) est liée autrement dit les trois vecteurs sont coplanaires.
Conclusion,

les quatre points A, B, C' et D sont coplanaires i.e. inclus dans un méme plan.

3. Déterminons des équations cartésiennes et paramétriques du plan (ABC). Les vecteurs AB| 1| et

-1
—_— 4
AC' [1] sont deux vecteurs directeurs non colinéaires de (ABC). De plus A (2,1,2) est un point de
7

(ABC). On en déduit que des équations paramétriques de (ABC') sont données par

r=2+4s

(ABC) : {y=1+t+s , (t,s) €R™
z2=2—1t+7s

Toujours plein de méthodes,

« on peut observer que M € (ABC) si et seulement si det (Zé, Xé, AM) =0,
e on peut renverser le systéme précédent et 1’échelonner pour obtenir une équation de compatibilité,

e calculer le vecteur normal et faire un produit scalaire.

Appliquons la derniére méthode :

. Jo 4 8
ABNAC = | 1| A |1] = |4
-1 |7 —4

—

est un vecteur normal donc @ = 27 — j — k est un vecteur normal de (ABC). Soit M (x,y,z) un

12/24
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point de ’espace. On a les équivalences suivantes :

M € (ABC) & AM L7
& <m,ﬁ’>:0

T — 2 2
& y—1],|—-1 =0
z—2 —1

& 22 -4 —-y+1—-2+2=0
& 20 —y—2z—1=0.

Conclusion, une équation cartésienne de (ABC') est donnée par

(ABC) : 2z —y—2—1=0.
| |

. Déterminons des équations cartésiennes et paramétriques de la droite (AB). Le vecteur AB | 1| est

-1
directeur de la droite (AB) et A(2,1,2) est un point de (AB). Donc des équations paramétriques de
(AB) sont données par

T =2
(AB) : qy=1+t , teR.
z=2—1t

Plusieurs méthodes pour les équations cartésiennes :

e en éliminant le ¢ dans les équations,
e en cherchant des vecteurs orthogonaux,

« en utilisant la colinéarité de AM avec AB.
Appliquons la derniere méthode. Soit M (z,y, z) un point de I'espace. On a les équivalences suivantes :

M € (AB) & AM et AB sont colinéaires
&  AMAAB=0

(2 —2 0
& y—1{ A ]| 1] =0
[z —2 -1
[~y +1—2+2 0
& T —2 = |0
x—2 0
y+2—-3=0
& r—2=0
r—2=0
—2=0
4 o Ly < Lo et Ly = Lo.
y+2—-3=0

Conclusion, des équations cartésiennes de (AB) sont données par
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— —

5. Déterminons H; le projeté orthogonal de O sur (ABC). Puisque 77 = 24 — ? — k est un vecteur
normal de (ABC) et A € (ABC'), on observe que

(OA, )7
H =0+ -"——5—
7]
21 T2 2
. 1], =1 -1
8 2| -1 1
- + 44141
_O_
O 4 _1_9]?2
— o : 1
0 -1
2
1
1

Conclusion, les coordonnées du point H; sont données par

|Hy(1/3,-1/6,-1/6) .|

6. Déduisons-en d; la distance de O a (ABC). On a d; = ||OH;||. Donc par la question précédente,

P O I e SR
1= 6 - 6 T 6
-1
Conclusion,
g =0
6

7. Déterminons Hs le projeté orthogonal de O sur (AB). Puisque A € (AB) et AB est directeur de (AB)
alors,

(30, 3B) 4B

H2:A+ — |2
|43
—91 To
- “1) .1 1
? LAl 1
B 1+1
o7 0
142
~ |1 ; 1
2] 1
o7 0
— 1l +=1
2] 1
R
2|3

Ainsi, les coordonnées de Hy sont

| H»(2,3/2,3/2).

14/24
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8. Déduisons-en dy la distance de O a (AB), comparons-la a d; et discutons la cohérence. On a dy =

HOHQH. Par la question précédente,

dy = | |3/2
3/2

v16+9+9

DO =

1

Conclusion,
17
On observe alors que ds = \/177 > \/% =d.
do = dy.

En effet puisque (AB) C (ABC), alors par définition de la distance on a bien

dy =min {OM | M € (ABC)} <min {OM | M € (AB)} = dy. |

Cela est donc bien cohérent.

Déterminons des équations cartésiennes et paramétriques D la droite incluse dans (ABC'), perpendi-

0
culaire & (AB) et passant par C. Puisque D est perpendiculaire a (AB), alors AB | 1 | est normal
—1
2
a D. Puisque 7 |—1| est normal & (ABC) et D est inclus dans (ABC) alors 7 est aussi normal a
—1

D. Comme AB et 7 ne sont pas colinéaires, on en déduit que leur produit vectoriel est un vecteur
directeur de D :

. 0 2 —2
ABAT=|1|A]|-1| =]-2
-1 -1 —2
1
Des lors @ |1 est un vecteur directeur de D. Or C (6,2,9) € D. Donc des équations paramétriques
1
de D sont données par
r=6+1¢
y=2+t , tek
94t

—
Comme AB et 7 sont deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux & @ et C € D, on en déduit alors

15/24]
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que, pour M (x,y, z) un point,

Y {<C_M’,E§>=0
€D & N
(CM,7) =0
( /Tz—6] o]
y—21,]1 =0
- 1z—9] |—-1
x—06 2
y—21(, -1 =0
z—9] |—-1]

y—z2+7=0
=
2 —y—2—1=0.

Conclusion, des équations cartésiennes de D sont données par

D y—2z+7=0
2 —y—2—1=0.

10. Déterminons l'intersection de D avec S. Soit M (z,y, z) un point de 'espace. On a

=6+t
=241
MeDnNnS & It € R, Y +
z=9+1t
\x2:2yz
r=6+t
=241
o gter {¥=eT
z=9+t
6+1)2=2(241)(9+1)
=6+t
=241
o  JerYTT
z=9+t
|12+ 12t + 36 = 2 (¢* + 11t + 18)
=6+t
=241
& Jt € R, Y *
z=9+1t
t2+10t =0
t=0 t=-10
r=206 r=—4
& ouU
y=2 y=-8
z=9 z=-—1

& M=C(6,2,9) OU M=FE(—4,-8,-1).

Conclusion,

IDNS={C(6,2,9),F(-4,-8,-1)} |

16/24]
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11. Pour tout a € R*, on pose D, la droite passant par O et de vecteur directeur © = Fg a7 + %Z

Montrons que D, C S.
Soit M (z,y, z) € D,. Alors, il existe t € R tel que

r=0+1¢
y=0+at
z=0+ &

Des lors, on a 22 = t? et 2yz = 2at x ﬁ = t2. Donc z? = 2yz. Ainsi, M € S. Conclusion,

12. Soit A la droite passant par O et de vecteur directeur 7 + . On fixe a = % et on considere le plan
P contenant les droites A et D,.

(a) Déterminons des équations paramétriques de P. Puisque A est incluse dans P, alors 7 + & est
UN vecteur directeur de P. De méme puisque D, est incluse dans P, alors

[y AL g S S S L ST 4
(3 a — = 1 e = 1 J— R
Y V2’ é V2! TR

est directeur de P. On note que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Enfin, O € A C P.
Donc des équations paramétriques de P sont données par

r=s
Piy=t+ 5 , (t,s) € R
z:t—l-%

(b) Montrons que P N S est 'union de deux droites dont on donnera des équations paramétriques.
Soit M (z,y,z). On a

r=s
=t4+ =
MePns o 3Isner{’ TV
Z:t+%
2 =2z
r=s
y=1t+ -
= J(s,t) € R? _y ‘f
Z = +%
52—2<t+i)2
- V2
=35
y=t+ 7
& J(s,t) € R? B \?
Z—t—i‘ﬁ
s:i\/ﬁ(t—i-%):i(\/it—i-s)

17/24
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Ainsi,
rT=35
—t+ 5
MePnS & J(s,t) € R? Y V2
(s =V2t+s OU s=—V2t—s
(=5
& 3(s,t) € R?, Y V2
t=0 OU t=—2s
r=Ss r=3s
g 38€R7 y:% ou y:—\/§8+§8
2= 2= V25 + s
r=s rT=Ss
o IseR, {y=135 OU y:_ész_%
— _ 2 _
\Z—% Z__TS__%
s
< 35:76]1%7 y:§ ou y:—§
V2
z=25 2= —3§

& MeVect(\@T—l-?—i-z) ou MEVect(x@?—?—z).

- -

Des IOLS, PNS est I'union de deux droites passant par O et de vecteur directeur \/57 +3j+k
et V2i —j — k :

PN S =Vect (V27 + 7 + k) UVect (V27 — 7 — k).

Partie 3 : D’apres Banque PT 2025

Pour tout M (z¢,y0,20) € S\ {O}, on admet que le plan tangent a la surface S au point M est le plan
passant par M et dont un vecteur normal est donné par xgi — 205 —yo k.
On considere I' la courbe de représentation paramétrique :

z(t) = v/2cos(t)
y(t) = sin(t) , te}o;g[.
z(t) = ﬁ — sin(t)

Enfin, P, est le plan d’équation z =a,a € Ret 'y = SN P,.

13. Montrons que si M (z,y,z) € S, alors M’ (—z,y, z) € S et déduisons-en que la surface S est symétrique
par rapport a un plan dont on précisera une équation cartésienne.

Soit M (x,y,z) € S. Alors, z2 = 2yz. Donc (—z)? = 2yz. Donc M’ (—z,y, z) € S. Conclusion,

M (z,y,2) €S = M (—m,y,2) € S.

On en déduit que

S est symétrique par la symétrie par rapport au plan (yOz) i.e. d’équation z = 0.

18/24]
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14.

15.

Déterminons une équation cartésienne du plan tangent a S au point F' de coordonnées (2, —2,—1)
apres avoir vérifié que F € S. On a g = 2, yo = —2, 290 = —1 donc 28 = 4 = 2(-2) (—1) = 2yo20.

Donc
Notons Pp le plan tangent & S au point F. Par définition, on a 7 p = xOT—ZOY—yOE =27 47 Z:)

est un vecteur normal de Pr. Soit M (z,y, z) un point de I’espace. On a

MePr &  (FM,@p)y=0

T — 2 2
& y+2|,|1 =0
z+1 2

& 2z +y+22=0.

Conclusion, une équation cartésienne du plan Pp est donné par

Pr:2x+y+22z=0.

Démontrons que I’ensemble des points différents de O de S en lesquels le plan tangent a S est parallele
au plan d’équation 2v/3z+42y+3z = 0 est une droite privée de O dont on donnera un vecteur directeur.

—

Smt M (:cg,yo, 20) € S\ {O}. Le plan tangent Py; & S en M a pour vecteur directeur 7y = zg i —
20 j ) k. Des lors Par est parallele au plan 2v/3z + 2y + 32z = 0 si et seulement si 7257 est colinéaire
a2\/§z +23 +3% ie.

[z 2v/3
A(2VBT +27 +3K) =0 & Al 2| =T
L —%0 3
[ —320 + 2yo 0
& —2v3yg — 3z0| = |0
| 220 + 2v/320 0
2y0 — 320 =0
A 370+ 2v3yo =0
o+ V320 =0
o+ V320 =0
& 3z0+2v3y0 =0 L1+ Lj
2y0 — 320 =0
zo+ V32 =0
& 2v/3y0 — 3v/32 =0 Loy < Ly — 3L,
2y0 — 320 =0

o+ V320 =0
0+ V320 car Lo = \/§L3
2y0 — 32’0 =0
On récupere donc des équations cartésiennes d’une droite :
zo = —V/320
g Yo = %Zo
Z0 = 20
To = —2/3t
- dt € R, Yo = 3t
20 = 2t

19//24
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16.

17.

Vérifions que cette droite est bien incluse dans S :

23 = (~2v3t)” = 122
2020 = 2 (3t) (2t) = 12¢2.
Donc les points de la droite sont bien solutions. Or M # O, conclusion, I’ensemble solution est la
x = —23t
droite ¢ y = 3t , t € R privée de O et dont un vecteur directeur est donné par
z =72t

T=-2V37 +37 +2%.

Determlnons s’il existe un point de S\ {O} en lequel le plan tangent a S est ortho§0nal au vecteur
T+ j + . Avec les notations de la questlon précédente, Pjs est orthogonal & ¢ + 5 + ¥ siet
seulement si 77 7 est colinéaire a F ] + ¥

— — IL’O- 1
OC="un(i+7+Fk) & 0=|—z2]| |1
—Yo] 1
—20 + Yo | N
< —yo—xo| =0

To + 20 |

Yo = 20
< ZTo = —Yo = —%0

To = —20

To = —%

= {0 0

Yo = 20

De plus, on doit avoir 3 = 2y92g. Donc
22 =222 & zp = 0.

Dans ce cas, M = O ce qui est exclus. Conclusion,

e d

Il n’existe pas de point de S\ {O} pour lequel Pjs est orthogonal a g j + .

Montrons que I' C S. Soit M(t) € T, alors

Montrons que M(t) € S. On a

z(t)? — 2y(t)2(t) = 2 cos®(t) — 2sin(t) (sml(t) - Sin(t)) =2cos?(t) — 2+ 2sin?(t) =2 -2 =
Donc z(t)? = 2y(t)z(t). Donc M(t) € S. Conclusion,

rcsé.

20 /24
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18. Soit t € ]0; g[ et M(t) le point de I' de parametre t.

(a) Déterminons pour quelle valeur de a (dépendante de t) on a M(t) € T'y. Puisque M (t) € T, par
la question précédente, on sait que M (t) € S. Deés lors, puisque I'y = SN P,,

M) eTy, & M) eP, o  z()—=a o azsinl(t)—sin(t).

Conclusion,

1 .
a= sin(t) sin(t).

Dans la suite de cette question, a prend cette valeur.
(b) Déterminons v(t) = 2'(t)i +y'(t) 7 + 2/(t )k: Les fonctions z, y et z sont dérivables sur |0; 5[
car sin(t) # 0. De plus,

—

- cos(t)) k.

- (_ cos(t)

T(t) = —V2sin(t) 7 + cos(t) ] + sin?(t)

Conclusion,

T(t) = —V2sin(t) 7 + cos(t) § — cos(t) <sm§(t) + 1) .

(c) Soit 717 un vecteur normal a P, et i3 un vecteur normal au plan tangent a S au point M (t).
Déterminons  (t) un vecteur orthogonal & i1 et 3. On note qu’il suffit de prendre leur produit
vectoriel :

T(t) = AT,

- -

u(
= %. De plus, on sait que ng = x(t) 1 —2(t)j — y(t)z =

Or P, a pour équation z = a. Donc nq
sin(t) k. Des lors,

ﬂcos(t)? - (ﬁ — sin t)) 7 -

[0 V2 cos(t)
a(t)= 0] A [sin(t) -
11 — sin(t)
ﬁ — sin(t)
= | V2cos(t)
L 0
D’ou
ﬁ — sin(t)
u(t) V2 cos(t)
0

(d) Démontrons que u(t) et U(t) sont orthogonaux. Il suffit pour cela de calculer leur produit
scalaire. On a

—/2sin(t) ﬁ sin(t)
(wou(t), (1)) = cos(t) | V2cos(t)
— cos(t) (SmQ(t) + 1) 0
= —V2 4+ V2sin?(t) + V2 cos*(t) + 0
=—V2+V2=0.

Conclusion,

‘les vecteurs U (t) et U (t) sont orthogonaux.‘

21/24]
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Partie 4 : Des sections circulaires de S

Pour tout d € R, on pose Py le plan d’équation y + z = d. On note Cg = Py N .S lintersection du plan Py
avec la surface S.

19.

20.

21.

Soit Sy la sphere de centre 0 et de rayon d. Précisons une équation cartésienne de S;. On a
Si: (=024 (y—0)7*+(z—0)72=d%

Conclusion, une équation cartésienne de Sy est

Sq:x?+ 2+ 22 =d%

Montrons que Cq = Pg N Sy. Soit M (x,y, z) un point de l'espace. Si M € Cq, alors, M € P;N S et
donc on a déja M € P,. Montrons que M € S. Puisque M € P;N S, on a

y+z=d
x? = 2yz

En élevant la premiere ligne au carré, on a
(y—|—z)2:d2 & P+ 2z + 22 = d2.
Or 2yz = 22. Donc
Yy +at+ 2 =d & Pyl =d

Donc M € Sy. Ainsi, Cy C Py;NSy. Réciproquement, Soit M € P;NSy. Alors, M € Py;. Montrons que
M € S. Puisque M € P;N Sy, on a

y+z=d

2? -y 4 2% = dP

22 =d% —y? - 22

Donc

Or y + z = d donc par élévation au carré, y? + 2yz + 22 = d? ou encore d? — y? — 22 = 2yz. Ainsi,
z? = 2yz.
D'ou M € S et donc M € PygN S = Cy. Ainsi, Py NSy C Cyq. Conclusion,

0
Calculons la distance de O a Py. Le vecteur 774 | 1| est un vecteur normal a Py et My (0,0, d) est un
1
point de Py. Des lors, la distance de O a P, est donnée par
<0Md> ﬁd> 4
d(O,Py) = ||——5—

17 all*
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Conclusion,

d(0,Py) = \fd.

22. Déduisons-en que Cy4 est un cercle puis calculons son centre et son rayon. Par la question on sait

23.

que Cy4 est 'intersection d’une sphere avec un plan. Or par la question précédente,

d(0,Py) = ?d.

D’autre part, Sz est une sphere de rayon R = d. Donc

d

1(0.P) = 5

< R.

Nécessairement,

‘Cd est un cercle inclus dans Py. ‘

Son centre est le projeté orthogonal du centre de la sphere sur Py. Le centre de Sy est O donc € le
centre du cercle est donné par

<0Md,nd> ngq
Q=0+ -——7—F—
1724l
0 0 0
ol, 1] ) 1
d 1 1
1+1
0
1
_ d/2
d/2

Le centre de la spheére est donné par Q(0,d/2,d/2). D’autre part, on observe que My (0,0,d) € Cqy.
En effet, onay+2=0+d=d donc My € Pget 22 +y?>+ 22 =02+ 0%+ d?> = d%. Donc My € S,;.
Ainsi, My € C4. Dés lors, le rayon du cercle est donné par

_ldl

—d/2
/ 2

d/2

Conclusion,

-1

0
_ v2id
. 2

Cq est le plan inclus dans Py, de centre 2(0,d/2,d/2) et de rayon r =

V2ld

2

Montrons que pour tout b € R, Cy est incluse dans une sphere de centre €, (0, b, b) et préciser le rayon
de cette sphere en fonction de b et d. Soit b € R et S la sphere de centre €, et de rayon Ry,. Supposons

Cq C ;. Alors pour tout M (z,y,z) € Cq, on a

2+ (y =)+ (2 — b)* = R} &

z? +y? + 22

—2b(y +2) +2b* = R

Or M € Cqy=84NPy. Donc 22 + y? + 22 = d? et y + z = d. Ainsi,

d* — 2bd + 2b* = R & R} =

23/24]
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car les termes sont positifs. Réciproquement, si Ry = 1/ (d — b)2 + b2 et M (x,y,2) € Cq. Alors,

224 (y =0+ (z=b)? =2+ %+ 22— 2b(y + 2) + 20
=d*> - 2b(y + z) + 2b* car M € Sy
=d*—2bd+2b*>  car M € Py
= (d—b)* +b?
R

Donc M € ;. Conclusion, pour tout b € R,

Cy est inclus dans la sphere Sf de centre Q (0,b,b) et de rayon Ry, = 1/ (d — b)* 4 b2.
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