Mathématiques PTSI, DS1 Cor Samedi 28 Septembre 2024

Corrigé du Devoir Surveillé 1
Logique, fonctions réelles et bijections

Probleme I - Logique

On pose 7 : Ii - R et Id : R = R

= x4+ 1 o= oz
Pour toute fonction f € .# (R,R), on considére les assertions suivantes :

A(f): «Vge ZFR,R), fog=gof»
B (f) « for=Tof»
C(f): «JaeR, VneN, fln)=a+n»
D (f) « f=1d»
On fixe f € # (R,R).
1. Précisons B (f). On a
B (f) : for=T1of

& Ve eR, for(x) =70 f(x)
& ‘V:L‘ER,f(:r—l-l):f(:z:)—l-l.‘

2. Déterminons la négation de C (f). Puisque C (f) : « Ja € R, ¥Yn € N, f(n) = a+ n », on obtient

C(f): «VaeR,3IneN, f(n)#a+n.»

3. Soit I (f): (B(f) = C(f)). Enoncons la réciproque, la négation et la contraposée de I (f).

La réciproque de I (f) est donnée par

‘(C(f) = B(f)) © [(3aeR,VneN, f(n)=a+n) = (VzeR, f(a:—l—l):f(x)—i—l)].‘

La négation de I (f) est donnée par

(B(f) BT C(f)) © [(Vz€R, f(z+1)=f(2)+1) BT (Ya€R, In €N, f(n) #a+n)].

Enfin, la contraposée de I (f) est donnée par

(C(f) = B(f)) & [(YaeR, IneN, f(n)£a+n) = (Ar R, f(z+1)# f(z)+1)].

4. Montrons que I (f) : (B(f) = C(f)) est vraie. Supposons B (f) vraie. Démontrons que C (f) l’est
alors aussi. Par B (f) est vraie, par la question

VeeR, f(r+1)=f(z)+1.

Démontrons C (f) :
JaeR, VneN, f(n)=a+n

1/
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En particulier, il nous faut f(0) = a + 0. Posons a = f(0) € R. Démontrons alors que
VneN, f(n)=f(0)+n.
Posons pour tout n € N, Z(n) : « f(n) = f(0) + n ». Procédons par récurrence.
Initialisation. Sin = 0. Alors, f(0) +n = f(0) +0= f(0) = f(n). Donc Z(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n + 1). Supposons Z(n) : f(n) = f(0) + n.
Démontrons & (n + 1). En utilisant B (f) avec = n,
fn+1l)=f(n)+1=f0)+n+1 par hypothese de récurrence.

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion. Donc pour tout n € N, &(n) est vraie, f(n) = f(0) + n. Donc avec a = f(0), on a bien
démontré C (f).

Conclusion,

’I(f) est Vraie.‘

. Déterminons si la contraposée de I (f) est vraie. On sait qu’une implication et sa contraposée ont
toujours la méme valeur de vérité. De plus, par la question précédente I (f) est vraie. Conclusion,

‘la contraposée de I (f) est vraie. ‘

. Soit fy la fonction définie sur R par

Vz € R, fO(:U) =

sinon.

0sixel0;1]
T

Montrons que la réciproque de I (fy) est fausse autrement dit montrons que (C (fo) = B (fo )) est
fausse ou encore que (C (fo) ET B (f())) est vraie. On sait que pour tout z € R\ [0;1], fo(x) =
Donc pour tout n € N*, fo(n) = n. Donc en posant a = 0, on a bien

Vn € N*) fo(n) =a+n.
De plus, fp(0) = 0 donc 'égalité reste vraie si n = 0. Donc pour a = 0,
Vn e N, fo(n) =a+n.

D’ou

C (fo) est vraie.

Montrons maintenant que B (fy) est fausse autrement dit montrons

B(fo):  (JmeR fole+1)# fola)+1).

Pour z = 1/2 par exemple (mais cela marche méme pour tout z € ]0; 1), ona fo (z +1) = fo (3 + 1) =
fo(3)=32et fox)+1=fo(3)+1=0+1=1% 3. Donc pour z = 1/2,

Jo(z+1) # folz) +1

D’ou B (fy) est fausse. Conclusion,

‘la réciproque de I (fy) est fausse.
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7. Montrons que A(f) = DB(f). En effet, supposons A(f) vraie. Alors pour tout g € % (R,R),
fog = go f. En particulier, pour ¢ = 7, on obtient alors, f o7 = 7o f. Donc A (f) est vraie.
Conclusion,

A = B()|

On souhaite déterminer l'ensemble des fonctions f vérifiant A (f).

8. Soit f € # (R,R) tel que f # Id. Trouvons une fonction g constante telle que go f = f o g (on dit

que g commute avec f). Par hypotheése f # Id donc il existe a € R tel que f(a) # Id(a) = a. Posons

R = R
x>

. La fonction est bien constante et on a alors

fog(z)=f(9(x)) = f(a)
gof(z)=g(f(r))=a

Or f(a) # a. Donc pour tout z € R, fog(z) # go f(x) et puisque cela est vrai partout, cela est vraie
en au moins un point et donc f o g # go f. Conclusion,

Vr € R, {

’pourg:am—)a,onafog;égof.‘

9. On a démontré a la question précédente que si f # Id, alors 3g € .Z (R,R), tel que fog # go f.
Ainsi,

(f #1d) = A(f).
10. En prenant la contraposée de la question précédente, on obtient
A(f) = (f=1).

Réciproquement, montrons que (f =1Id) = A(f). Supposons f =1d : Vx € R, f(z) = x. Alors pour
g€ Z(R,R),ona

fog(x)=f(g(z)) =g(x)

go f(x) =g(f(x)) =g(z).

Donc Vx € R, fog(z) = go f(z) i.e. fog = go f. Ceci étant vrai pour tout g € % (R,R), on en
déduit que A (f) est vraie. Donc (f =1d) = A(f). Conclusion,

A(f) & D) |

Vz € R, {

Probléme II - Fonctions réelles

On considere la fonction

x4+ 2 || 1
T A
f gzl —— -|-4+2

Partie 1 : Généralité

1. Calculons f (14).

Par définition,

1442\ 14 1
) - tam (1£2) 101
142 T3

4
= n< )—I-*-i-1
N 2

)
=141n(4) — 14111(3)
= 281n(2) — 141n(3) +

3/29
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Conclusion,

| f(14) = 281n(2) — 14In(3) + 4. |

2. Calculons D le domaine de définition de f. Soit x € R. On a
T+ 2

xe€D & f(z)existe & 5 > 0.
x —
On a le tableau de signe suivant :
T —00 -2 2 +00
r + 2 — — 0 +
T — 2 - 0 + +
2
= + 0 - 0 +
Conclusion,
‘D = |—o0; —2[ U ]2; 400 ‘

3. Montrons que f est paire.

D’une part, par la question précédente, on remarque que D est centré en 0.

D’autre part, pour tout = € D, on a

x+2) |—x| 1
= < T —2 4 +2
(;U—Z) ||

+—+—

+ 2 2

B x—|—2> ] 1

=l (:p 2) T 1 T

= f().

Conclusion,

‘la fonction f est paire. ‘

On en déduit que la graphe de f est symétrique par rapport a 'axe (Oy).

’Il est donc possible d’étudier la fonction f sur |2;+o0]. ‘

Partie 2 : Etude aux bornes

4. Calculons lim2 f(x). On observe que
T

z>2

li gta_ « » = +

x}—% xTr — 2 - 0+ - o

r>2

Par composition,
2

limln(x+ > = 400
T2 x— 2
x>2
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Donc par produit et somme,

2 1
limf(x):limxln<m+ >—|—m+:+oo_

2 T2 x—2 4 2
r>2 z>2
Conclusion,
lim f(x) = +o0.
2 f( )
xr>2

5. Montrons que Vx € ]2; +oo[, f(z) > §. Soit = € ]2;+o00[. Alors,  +2 > 2 — 2 donc

T+ 2
r—2

>1 car x — 2 > 0.

Donc par la stricte croissance de la fonction logarithme,

ln<x+2> > 0.
r—2

Puisque > 2 >0, zIn (i—f%) > 0. D’ou,

x4+ 2 e 1 _ |z 1 _ || =
f(zx) zln { — -|-4+2 4+2 1 -1 car x > 0
Ceci étant vrai pour x > 2 quelconque, on en conclut que
x
YV € ]2; +o0], f(x))z.

6. Calculons lim f(z). On a

r—r-+00

Donc par la question précédente et le théoreme de minoration, on en déduit que

lim f(z)= +o0.

T—r+00
7. Calculons lim M Pour tout = > 2, on a
r—+oco I

f(zx) (w—|—2> || 1

I e O

T . r—2 +4x+2x

x(l—i—g) T 1

=In| —%£ — 4+ — 0
n(q:(l—i))+4x+2x car x >

| 1+2 R
=In -+ —.
1-2) 4 2z

= 1. Donc par composition,

810

1
Or lim +

r—+4o00 ] —

AN
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10.

11.

Donc par somme,

142
im 7 g (w(E) i L) —orto
z—+oo I z—+00 1-= 4 2

Conclusion,

lim —= = -.
r—+00 I

Soit h : u +— In (1 + u). Déterminons le domaine de dérivabilité de h. On sait que la fonction logarithme

est dérivable sur ]0; +oo[. Donc pour u € R, on a
h dérivable en u & 1+u>0 &

Conclusion,

‘la fonction h est dérivable sur |—1; +oof. ‘

u > —1.

Calculons h/(0). On commence par noter que 0 € ]—1; 400 donc h est dérivable en 0. De plus,

(14 u) 1

Vu € |—1; 400, TTe —itu

R (u) =

En particulier,

n'(0) = 1.

In (14 u)
u

Montrons que lim = 1.
u—0
u#0

Par la question précédente et la définition de la dérivée,

h(u) —h
Jipy ) = 1O) _ B (0) = 1.
u—0 u—0
u#0
On a pour tout u € |—1;0[ U |0; +o0],
h(w) = h(0)  In(1+u)—In(1) In(l+u)
u—0 U N u '
Conclusion,
lim AW
u—0 u
u#£0

Montrons que pour tout x € |2;+o00], f(z) = zln (1 + %2) +5+3

Soit > 2, on a

jor=om (20) +

4 2
xr—2 4 2
. ( 4 > z 1
eIt 5) Tty

Conclusion,
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. x 5
12. Montrons que xll)rfoo (f(ac) - Z) =3

Par la question précédente, pour tout x € |2; +o0],

f(a:)—:i:xln(l+42>+1

Pour tout z € ]2; +o0[, posons u = ﬁ. On a

4
u(r—2)=4 & r—2=— car u # 0

u

4 4+ 2u

& r=—42=
u u
Des lors,
r  4+2u 1 In(1+w) 1

f(ﬂﬁ)—z—

Or quand z — 400, on a u = ﬁ — 0. Donc

T In(1+4+u
im (70)-7) = i [+ 20 EE 1 5],

In (1
Or par la question lir% M = 1. Donc par produit et somme,
U— u
u#0

Conclusion,

lim (f(x) - Z) = g

Tr—+-+00

13. Par la question précédente, on en déduit directement que

9
le graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = % + 5 en +00.

14. Déterminons le comportement asymptotique de f en —oo.

Par la question [3.]la fonction f est paire. Donc par la question précédente, on en déduit que

9
le graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = —Z + 3 en —oo.

Partie 3 : Etude de la dérivée

15. Justifions que f est dérivable sur |2;+o0].

Pour tout x > 2, ona x—2 # 0. Doncac'—>i’:+2

2 x+2

est dérivable sur |2; +oo[. De plus, par la question

x+2
-2

est dérivable sur ]2; —|—oo[. La fonction x % + 3 est dérivable sur ]0; +oo et donc sur ]2; +oo[. Par
produit et somme, on en conclut que

pour tout z > > (. La fonction In étant dérivable sur |0; +oo[, par composition, = + In (

‘la fonction f est dérivable sur ]2; +o0]. ‘

7/
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16. Calculons f’. On a pour tout = € |2; 40|,
r 1
f(zx) :$1n($+2)—xln(az—2)+z+§.

La fonction f étant dérivable sur ]|2; 00| par la question précédente, on calcule pour tout = € ]2; +o0],

, T x 1
f(x):ln(x+2)+m—ln(x—2)—x_2+z
_ln<x+2) z(x—2)—z(x+2) 1

x—2 (x+2)(x—2) 4
:ln<x+2)+x(ac—2—x—2) 1
x—2 x2—4 4
T+ 2 4z 1
ln(:v—2>_1:2—4+

Conclusion,

Vx € ]2;4o00[, f/(:c):ln<x+2>— iz !

x—2 x2—4+1

17. Déterminons le comportement asymptotique de f’ en +oo.

1+2 i
£ — 1. Par composition,
1_; T—r+00

Pour tout z > 2, i—f% =

4x 4
De plus, R p— % x_>—+>oo 0. Donc par somme,

1
lim f(z)=0-0+-.

T—+00 4

Conclusion,

1
le graphe de f’ présente une asymptote horizontale d’équation y = - en +oo.

18. Montrons que Va € ]2;+oo, f'(z) =In(z+2) —In(z — 2) — %5 — 3%2 + 1.

Pour tout = € |2;4+00[, on a

2 2 1 r+2\ 2@+2)+2@—-2) 1
1 2) —In(z—2) — :1< ) 1
nr+2)-@-2) -5 - s T 5 @—2)(x+2) 1

_ln<x+2)2(x+2+x—2)+1
T \z =2 2 —4 4
_ln<:p+2>_ 4z +1
N r—2 2 —4 4
= f'(x).
Conclusion,
2 2 1
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19. Calculons lim <—ln (x —2) — ) Pour tout x > 2, posons u = %2 ie. x —2 = L ou encore
z—2 Tr— 2 z u
z>2
x:%—i—Q:%. Alors,
2 1 1
ln(az2):1n<) 2u:ln(u)2u:u< n(w) 2).
z—2 U U

_ 1 _ . ,
De plus quand x — 2, x > 2, on a u = ;=5 — 57 = +00. Par croissance comparée,

Donc par produit,

2 |
lim(—ln(:v—Q)— ): lim u(n(u)—2>:—|—oo><(—2):—oo.
z—2 x—2 u—+00 u
z>2
Conclusion,
. 2
Ling (_ln(x_Q) N 37—2) -
>2
20. Calculons lim f’(x). On a lim In (z + 2) 2 + L In(4) 2 —i—l =In(4) ! Donc par la question
) z—2 ) T2 rx+2 4 o 4 4 N 4’ P q
>2 >2
précédente, on en déduit que
2 2 1
. ! _ . _ _ _ _ - _
il—%f(x)_il—% In(z+2)—In(x—2) s R 0.
>2 >2
Conclusion,
. / _
i
z>2

21. Calculons f”. Par la questionpour tout z € |2;+oo|, f(z) =In(x + 2)—In(x — 2)—%—$+l.

Donc la fonction f’ est dérivable sur |2; +00[ comme somme de fonctions qui le sont et de plus,

1 1 2 2
veelztocl, f@= gt e r t e

(z+2)(z—2%—(2+2*(x—2)+2(x+2)* +2(x—2)

(z +2)% (z —2)°
(z+2)(z-2)(z—2-(z+2)+2(2* +40+4+2? — 4z +4)
(z+2)* (x —2)°
(2 —4) (—4) + 427 + 16

@+ (@2
32
(z +2)? (x —2)*

Conclusion,

32

Vo € 12; 400, f'(z)= G2t 2t

9/29



Mathématiques PTSI, DS1 Cor Samedi 28 Septembre 2024

22.

23.

24.

25.

26.

Calculons f (). Par la question précédente, on a

32

Vo €12; 400, f"(z)= e

La fonction f” est dérivable sur ]2; 400[ comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas sur ]2; 4+o00[. Donc f est trois fois dérivable sur ]2; +00[ et pour tout z € |2; 4o00],

_232 X (2z) 128

@9 @7

Vo €12; 400, fO(z) =

Conclusion,

Ve ]2 +o00], [fO(z)=-——"—.

Déterminons le tableau de variation complet de f’ sur |2; +o0].

Par la question Vo > 2, f"(z) = % > 0. Donc la fonction f’ est strictement croissante
1
sur ]2; +oo[. De plus par les questions|17.et[20on a lim f'(z) = = et lim f’(z) = —oo. Conclusion,
T——+00 4 z—2
r>2
x 2 +00
1
1
f/ /
—00

Par la question précédente, pour tout x > 2, f'(x) < i. Donc

la fonction f’ est majorée sur ]2; +oo.

Cependant lir% f'(x) = —oo implique que
r—
r>2

. / . . / . .. ,
la fonction f’ n’est ni minorée ni a fortiori bornée sur |2; +ool.

Montrons qu’il existe un unique « € ]2; +o00| tel que f’ () = 0.

Par ce qui précede, on a 0 € ]—oo; %[ = 1i1rn2 f(z); liI_il:l f'(z)|. De plus la fonction f est continue
T—r T—>+00
z>2

et strictement croissante sur ]2; +oo[. Conclusion, par le théoréme de la bijection ou le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires,

Jla € ]2;4+00[, f'(a) =0.

On pose 8 = f («).

10/]20]
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(a) Montrons que In (%) = 4%

Par construction de «, on a

f(a)=0 N ln<a+2>_a4a n

1
1

L 0
a—2 24 4
N | <a+2) 4 1
"Na—2/ " a2—a 1
Conclusion,
! <a+2> A 1
a—2/) a2-14
(b) On a
B=f(a)
a+2 o] 1
n(523) 0+
a—2 4 + 2
(4704 1)Jrng1 1 ti écédente et a« > 2 >0
=al 517 R par la question précédente et o )
4?1
Ca?2—4 2
Conclusion,
402 1
/8 ) o
ac—4 2
Partie 4 : Conclusion
27. Calculons le tableau de variation complet de f sur D = |—o0; —2[ U ]2; +o0].

Par la question[23]1a fonction f’ est strictement croissante sur |2; +oo] et par la question[25] f/ () = 0.
On a donc

; \ /

De plus, par la question lim f(z) = 400, f(a) = et par la question lim f(z) = +o0. D’ou,
=2 T—+00

x>2
x 2 o —+00
—+00 —+00
p

Par parité de la fonction f, on en conclut que

11/]20
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28. Déterminons 'existence et I’équation de la tangente au graphe de f en x = 14. On sait que f est

dérivable sur ]2; 4+o0o[ donc en 14. Donc

‘le graphe de f possede une tangente au point z = 14. ‘

De plus I’équation de cette tangente est donnée par

y=f(14) (x - 14) + £ (14).

Par la question [16]

14+2) 4x14
f/(14):1n<14i2> 1 :

_l<m) 41
—M\12) T
14 1

=In(4) — In(3) — 8 + 1

_{_7
14)2 — 4

—2(2) ~ In(3) - o + 0

24 4

1

=2In(2) —In(3) — TR

y = <21n(2) —In(3) — 214> (x —14) +281In(2) — 141In(3) + 4

Par la question [L.| f (14) = 281n(2) — 141n(3) + 4. D’ou I’équation devient

:(mmm_hmn—%ﬁx_g&mm+1ﬂm$—q%+2&mm_1uma+4

—7+48

- <21n(2) —In(3) - 1) Tt

= (2111(2) —In(3) — 1) x+ 4—1

Conclusion, ’équation de la tangente au graphe de f en = = 14 est

41

v=(2m@) - () - o)+ L

12/120
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Probleme III - Bijection

Partie 1 : Etude de h
V-1

On considere la fonction A : z +— —

1. Calculons U le domaine de définition de A. Soit x € R. On a

2120
xeU & o
x#0
2 >1
<~
x#0
z>1 0OU z< -1
<~
x#0
& r>1 oU < —1.

Conclusion,

U =]—00; —1] U [1;+00] .|

2. Déterminons la parité de h.

e On note que U est centré en 0.

e SoitzeU.On a

Conclusion,

‘la fonction h est impaire. ‘

3. Soit U’ le domaine de dérivabilité de h. Soit z € R. On a

2-1>0
rel & v
x#0
2 >1
=
x#0
rz>1 0U z< -1
~
x#0
& z>1 OU z < —1.
Conclusion,
U' =]—o0; —=1[U]1; +o0] .

1

4. Montrons que pour tout x € U’, h/'(z) = Pt

13/120)
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dérivable sur U’. De plus,

xz—l),x—\/xQ—l

2

/

VzeU', h'(x)=
x

T — 1

2

—

x271)

[\

i
|

[y

X

2 —
Zig® ~ Va? —1
2

[\

2
22
22—

—Vzr -1

—_

Conclusion,

1

VeeU', KW(r)= —m——.
v (z) 2v/zx? -1

5. Déterminons le comportement asymptotique de h en +o0o. Pour tout x > 1, on a

2 -1
h =
(r) =
T4/1 — %
x
== car x > 0
T
/ 1
=14/1—- —.
T
Par conséquent,
1
lim A(z)= lim /1—-— =1
T——+00 x——+00 x

Conclusion,

le graphe de h présente en 400 une asymptote d’équation y = 1. ‘

6. Déterminons le tableau de variation de h. Par la question [{]on a

W € |—o0; —1[ U1 400[, H(z) = ——

Co22y/22 1

Donc pour tout = > 1, h'(x) > 0. Donc la fonction h est strictement croissante sur ]1; +oo[. De plus
la fonction h est définie et méme continue sur [1; +oo[. Donc par continuité en 1, on obtient que h

est strictement croissante sur [1;4+o00[. D’autre part, h(1) = 7@1—1 = 0 et par la question précédente,
lim h(x)=1. Ainsi,
T—+00
T 1 +00
1
h /
0
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Par imparité de fonction A, on en conclut

Partie 2 : Etude de H
On pose V = ]—o0; —1] U [1; +00] et pour tout = € V, H(z) = h(x)2.

7. Montrons que Vz € V, H(z) =1 — 5.
On note que V = U donc par la question [ H est bien définie sur V. Soit z € V. On a

T x2 x2
Conclusion,
1
VeeV, H(z)=1-—
(r)=1-
8. Déterminons le tableau de variations de H.
On note que V est centré en 0 et pour tout z € V, H(—z) = 1 — (—%)2 =1- m% = H(z). Donc

la fonction H est paire. Etudions H sur [1;+4o0|. La fonction x ++ 22 est strictement croissante sur

[1; 4+00[ donc z — z% est strictement décroissante puis x — —x% est strictement croissante donc H

est strictement croissante sur [1; +o0o[. On pouvait aussi étudier sa dérivée : H'(z) = 2 > 0. De plus,

=3
H(l)=0et lim H(z)= 1. Conclusion, par parité de H, on obtient
T—+00

H(:2) = 02

De plus, par son tableau de variation, on en déduit également que

[ H (=002 = [0:1] |
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10. Calculons H* ([0; %])

Soit x € V. On a

1 1 1
1 1
T R®T 3
& 22 =2 car x # 0

s r=vV20U z=—V2.

Do,

Conclusion,

Partie 3 : Etude de f
\/fol)‘

On considere désormais la fonction f =1In(h) : z — In (

11. Calculons I le domaine de définition de f. Soit z € R. On a

NELES B

zel = z
2—-1>0
Vaz—1#0

= x>0
22—-1>0

22 —1>0
=
x>0

r>1 0U z< —1
x>0
& x> 1.

Conclusion,
I =1]1;400].

12. Montrons que lim f(x)=0.

T—+00

Pour tout z > 1, on a

2?1 _wlom [T
T - T - 22 z—+oo
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13.

14.

Donc par composition,

lim f(z)= lim In (132—1) = 0.

T—+00 T—+—+00

Conclusion,

lim f(x)=0.

T——+00

Montrons que f est dérivable sur I et que pour tout x € I, f/(x) = m

ATTENTION, ne pas dire que f est dérivable sur son domaine de définition car ce n’est
pas le cas en général de la fonction racine carrée!

On a vu que la fonction h est dérivable sur U = |—o0; —1[U]1; +00[ donc notamment sur I = |1; +o0|.
De plus, par la question 6. on sait que h (]1;4o00[) = ]0;1[ donc h est a valeurs sur R* sur I et la
fonction logarithme est dérivable sur |0; +o00[. Donc par composée,

‘la fonction f est dérivable sur I. ‘

De plus,
Ve eI, f'(z)=(Inoh) (z)
_ M=)
~ N(z)
1
3?1 .
= % par la question
Ve — Va2 — 1
1
Coz(a? 1)
Conclusion,
1
I, fl(z)=—F5——-

Déterminons le tableau de variations de f sur I.

Par la question précédente, V€ I, f/'(z) = m > (0 car x > 1. Donc la fonction f est strictement
croissante sur /. De plus, on a vu que lim f(x) = 0. Enfin,
T—+00
lim 22 —1=0%,

z—1
z>1

donc lim ~———= = 0. D’ou
r—1 x
x>1
. . 2 —1
s ) = e () -
r>1 r>1
Conclusion,
x 1 —+00
0
f /
—0
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15. Montrons que f définit une bijection.

Par ce qui précede,

o La fonction f est continue sur I (car dérivable)

o la fonction f est strictement croissante sur [

Donc par le théoréme de la bijection,

’f définit une bijection de I dans J = f(I) = ]—00;0[.‘

On note g = f~ L.

16. Soient z € I =]1;+o00[ et y € J =]—00;0[. On a les équivalences suivantes :

T
x2—1
& e¥ =
T
& el =12 -1
2
x> —1>0
& (ze¥)? = 2% -1 car
xe¥ >0
& 2?e® =221
& xz(l—er):l
1
2 _ _ 2y
= x_l—er car 1l —e” >0cary <0
1
& r=—— car 1 —e? > 0et z > 0.
V1—e?
Conclusion, on en déduit que
J—00;0[ = ]J1;+00]
g: 1
y = 1—e2v

Partie 4 : Calcul de g par une équation différentielle

On souhaite retrouver le résultat précédent par une méthode différente. On ne pourra donc pas utiliser dans

toute la suite le résultat de la question [16.]

17. Montrons que g est dérivable sur J. On observe que

o la fonction f est dérivable sur I d’apres la question
o la fonction f est strictement croissante sur I d’apres la question

o pour tout z € I, f'(z) = m # 0.

Donc par le théoréme de la dérivée de la réciproque, on en conclut que

‘la fonction g est dérivable sur J = ]—o0;0]. ‘

18. Montrons que g vérifie 'équation différentielle : Vy € J,  ¢'(y) = g(y) (9(y)* — 1).

Toujours par le théoreme de la dérivée de la réciproque, on sait de plus que, pour tout y € J,

L
g = fg(y)
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On pose pour tout y € J, p(y) = PO

19.

20.

21.

Or pour tout z € I, f'(z) =

x(:cgl_l) et pour tout y € J, z = g(y) € I donc

1
Vyeld dy)=————=9@) (g(y)*—1).
9(y)(g%(y)—1)

Conclusion,

Yy e, d(y) =g (9(y)* —1).

Précisons g (J) et vérifions que ¢ est dérivable sur J.

On sait que f est une bijection de I dans J. La fonction g = f~! étant la fonction réciproque de f
est une bijection de J dans I. Nécessairement,

(g(J)=1=]1;+00[.|

Par conséquent, pour tout y € J, g(y) € ]1;+00[ et donc g(y) > 1 > 0. Dés lors pour tout y € J,
g(y)? # 0. Par conséquent,

‘gp est bien définie sur J. ‘

La fonction y — g(y)? est dérivable sur J et ne s’annule pas. La fonction u — % est dérivable sur R*.
Par composée, on en conclut que

’cp est dérivable sur J. ‘

Exprimons pour tout y € J, g(y) et ¢’(y) en fonction de p(y) et ¢’ (y). Soit y € J. Puisque p(y) = 9(111)2’

on en déduit que ¢(y) € R. Puis, on observe directement que

1 1
9(y)* = 9(y) =
e(y) e(y)
D’ou
1
VyeJ, g(y) = :
(y)
De plus, en dérivant car g et ¢ sont dérivables et ¢ > 0 implique que /¢ est aussi dérivable, on a
BN - ' (y)
Vyed, g ) = () ) = —s W) ely) ™ = ———F—
( ) 2 20(y)vVe(y)
Conclusion,
Vye d () = —— Y
20(y)v/e(y)

Déterminons (a,b) € R? tel que Vy € J, ¢’ (z) +ap(y) =b (k).

)
) — 1). Donc par la question précédente,

On sait que pour tout y € J, ¢'(y) = g(y) (g(

it )
T 20Vely)  Vely) \\Ve®)

oy 2evely) (1
& Weld, -y = o) ((p(y) 1)
o Wed —d(y) =200y ;((Zgy)
& Wyeld —¢(y)=2(01-¢))
& Wyeld ¢y)=-2(01-9y))
& Wyeld, ¢y 20y = -2
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Conclusion, en prenant ¢ = b = —2, on obtient
Vyed, ¢'y) —20(y) =-2. (%K)
. J — R . .
22. Montrons donc que pour tout A € R, la fonction ¢4 : 14 Ac2 est une solution de (¥ ). Soit

J — R
y — 1+ Ae¥
4 est dérivable sur J et

A € R. Posons ¢4 : . La fonction exponentielle étant dérivable sur R, la fonction

Vyed, ¢aly) =24e%.
Des lors,
Vyed, Ouy) —2¢a(y) =24Ae* -2 (1+ Ae®) =24e* -2 —24e% = 2.

Conclusion,

J — R

y o 14 Ac est une solution de ().

la fonction p 4 :

23. On admet qu’il existe A € R tel que ¢ = @4 sur J. Déterminons g en fonction de A. On sait que

Yy e J, o(y) =1+ Ae* et que g(y) = m. Par conséquent,

1
Vyed, gly) = YT

24. Déterminons A et concluons. On a
f(2):ln< 2_ ) :ln<\é§>.
g (ln (?)) = 2.

i

Par conséquent, on obtient que

D’ou
1 1
— =2 & = = 2
Vieadt(5) Vg4 (C8))
1
& =2
1 —i—Aeln(%)
1
& =2
1+A(3)
/ 3 1
3 1
& 1+ZA: -
3 3
& A=-1.
Conclusion, et
o ]=o00[ = 15 4o0]
. v~ e

On retrouve bien le résultat de la question [I6/]

Enthousiasme, admiration et bonheur!
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