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Corrigé du Devoir Surveillé 3
Equations complexes, fonctions usuelles,
calcul d’intégrales

Exercice I - Complexes

Soit n € N. On considere I’équation suivante d’inconnue z € C :

(E) : 22— (14 7i) 2" + 8+ 8 =0.
On donne 822 = 6724.
1. Soit z = —80 — 18i. Déterminons les racines carrées de z. Soient (x,y) € R? et w =2 +iy € C. On a
les équivalences suivantes :
. \2 .
=-80-1
2 o (x +1y) 80 — 18i
|w?| = |w|* = |2 = [-80 — 18i]
2% — y? + 2ixy = —80 — 18
=
22+ y? = /802 + 182 = /6400 + 324 = /6724
2 —y? = —80
& 22 4 y? =82 car on a 822 = 6724
2xy =18
—80+82 -1
PN 82+80 — 81
2xy = 18
& car xy <0
y =
& w=1-9 OU w=-1+9%.

Conclusion, ’ensemble des racines carrées de —80 — 18¢ est

|7 ={1-9i, —1+9i} .|

2. Soit z € C. Résolvons (F) : 22 — (1 + 7i) 2 + 8 + 8 = 0. Soit A le discriminant associé. On a
A=1+7)°—4(8+8i)=1+14i — 49 — 32 — 32i = —80 — 18i.

Par la question précédente, on en déduit que 6 = 1 — 9¢ est UNE racine carrée de A. Par conséquent
les racines de (F') sont données par

1+714+1—-91 ) 147 —149¢ )
zlzle—z et ZQ:f:&

Conclusion, I’ensemble des solutions de (F') est donné par

| = {14, 8i} |
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3. Soit z € C. Résolvons (F). Posons Z = 2™. On a alors,
z solution de (F) =3 22— (147 2" +8+8 =0
& 72— (1+7)Z+8+8i=0
& Z solution de (F).
D’apres la question précédente,

z solution de (F) & Z=1—1 OU Z=28i

& 2"=1—1 OU 2" = &i.
Or
2 2 -
1—i—\@<\2[—i\2[>—fel4.

De plus, 8i = 8¢'Z. Ainsi,
z solution de (E) & =127 OU 2" =8e'2
& Ik € [0;n — 1], 2 =2 (Tt EE) ou » = 8w eilmthT)

Conclusion, ’ensemble des solutions de (E) est donné

S = {2% oot ) 8w o3 t5) | ke [0;n — 1] } .

4. Précisons les solutions pour n = 3. Si n = 3, on obtient pour k € [0;2],
2% ei(_ﬁ—"%Tw) = %ei(_%+%Tﬂ) .

Donc, on a

V2emitE, Y2, Y26l = V26T = ¥Y2e7i T

Et,
871L el(2n+2k77r) = 2@7'(%+2]€Tﬂ)
Ainsi,
3 1
2¢'c = £+if =3+
2 2
26/ = V3 +i
PELa i3t Y
2e'6 22 = —21.
Conclusion,

I3 = {{i/ie_il%, %ei%y %e_i%ﬂa V3+i, —V3+i _2i}'

Probleme IT - Complexes

Pour tout z € C\ {i}, on pose
2+ 1+ 2

zZ—1

f(z) =
Partie 1 : Autour de f
1. On a les égalités entre complexes suivantes :

(=) +14+2¢ 1+1+27 1413 — 1
i z)+ .+ i1+ + i +'z:z 14
—1—1 —21 —1 1

2/

£(=0) =
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Puis,

Conclusion,

flz) =i

\[ei%.

f(—i)—\@(—\er \@) =

2

. Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :

Fl=i)=—14i=+2eT.
iz+1+20
z—1 N
& iz+1+2i=iz+1 car z # i
& 2¢ = 0 impossible.

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

fof(z)=

Conclusion,

4. Posons g = f. La fonction g
précédente,
Vz e C\ {i},
Conclusion,

Soit z € C\ {i}. Alors par la question précédente, on sait que f(z) # i. Donc f o f(z) existe de plus,

if(2) +1+2i
flz)—i
el 4 4 9
1241421
z—1
—z+i—2 z+2iz—i4+2
z—1 + z—1
iz+14+2i—iz—1
z—1

—2z+1—2+z+2iz—1+4+2
z+1+21—1z—1

—1

car z £ i

_ 21z
2%
= Z.

VzeC\{i}, fof(z)=2]

est définie sur C \ {i} et pour tout z € C\ {i}, on a par la question

fog(z)=gof(z) =fof(2) =2z=Ide\(2)

la fonction f définit une bijection de C \ {i} dans C\ {i} et sa réciproque est donnée par f~! = f.

s(z) =

Soit s : z + (2 — i) f(z). Déterminons la similitude s. Pour tout z € C, on a

(e —i) f(z) = (2 — i) ZEIH2

zZ—1

=14z 4+ 1+ 2.

Déterminons le point fixe de s. Soit w € C. On a les équivalences suivantes :

4
54

s(w)=w

=

tw+l+2t=w
(1—i)w=1+2i

142 (14+2)(1+d) 14i+2-2 —1+3i
YT 2 - 2 - o
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Fixons w = # On a remarque alors que pour tout z € C, s(z) = iz+14+2ietw = s (w) = iw +1+42i.
Par soustraction,
s(z) —w=iz—iw & s(z)=i(z—w) +w=e¢2(z—w)+w.
Conclusion,
—143i
s est une rotation d’angle g et de centre w = ;_ .
6. Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :
1z+1+ 21
f(z)==z= & - =z
z—1
= iz+1+2=22—iz car z # i
& 22-2iz2-1-2i=0.
M¢éthode 1. On observe que z = —1 est une solution : si z = —1,

22— 2%2—1-2i=1+2i—1—2i=0.

Soit 25 la seconde racine, puisque le coefficient en 22

vaut 1, on a
—14+z2g=8=—(-2i) =2 & 29 = 14 2i.
On observe que —1 # i et 1 + 2¢ # 4. Conclusion, ’ensemble des points fixes est donné par

|7 = {-1;1+2i} |

Méthode 2. Soit A le discriminant associé. On a
A=—4+4(1+2i)=8i=8¢2,
Par conséquent pour § € C, on a

P=A & 5:2\/§ei1:2\/§<\/§+z‘\/§):2(1+¢) oU §=-2(1+1i).

2 2
Deés lors,
flz)==z2 & ZZWZfl ou ZZWleLQi.
Conclusion, ’ensemble des points fixes est donné par
|7 = {~1;1+2i} |
7. Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :

ze [ (U) & f(z) el

& fe)P=1

s f@fk) =1

- iz—l—l—i.-?i—ifj—l‘—%:l

zZ—1 zZ+1

& 2P 4iz+22—iz+1-2i4+2242i+4=(2—1i)(z+1) car z # i

s PR+ z+ Q-0 z+5= 2 +iz—iz+1

& 22422+4=0

& 4Re (z) = —4

& Re(z) = —1.
On note que si Re (z) = —1 # 0, alors z # i. Conclusion, I’ensemble solution est la droite d’équation

r=-—1:

/W) ={-1+iy|lycR} |

ez
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Partie 2 : Autour de g
Pour tout z € C\ {i}, on pose g(z) = f(z) + 1.

8. Soit z € C\ {i}. On a

) 149 ) 149 . 14 1+ 1
g(z):f(z)+1:u+lzzz+ + z'+z z:( +1)2f +z:(1+i)z+.'
z—1 z—1 z—1 z—1
Conclusion,
. ~z+1
v2eC\(i}, g2 =(+i)

9. Soit z € C\ {i}. On considere les points A (—1), M (2) et M’ (f(2)). Si z = —1, alors M et A sont
confondus et donc A, M et M’ sont alignés. Si z # —1. Alors,
f(z)+1

Les points A, B et C sont alignés & — R &
z+1 z4+1

Par la question précédente,

- c R

Les points A, B et C sont alignés &
z—1
141 (1 + z)
= . = p
z—1 z—1
1447 1—4
- T = = :
Z—1 zZ+1
& Z+iZz+i—1=z—iz—i—1
& i(z+2)+2i=2—-%
& 2iRe (2) + 2i = 2iIm (2)
& Im (2) = Re(2) + 1.
On observe que le complexe —1 vérifie aussi cette égalité (0 = —1 + 1) ainsi que le complexe i

(1 =0+ 1). Conclusion, ’ensemble solution est la droite d’équation y = 2 + 1 privé du point (0, 1) :

| ={rtifz+)=a(+i)+i|zeR}={y—1+iy=y(1+i)— 1|y R\ {1}} |

10. On a les égalités suivantes
N . ~213 . . 3 . 3 . . .
1+ =0+ [0+ =@ +i) [1+2i — 1 = (1 +4) (20)° = (1 +1) (=8i) = —8i + 8.

Conclusion,

(14i)" =8—8i.

Et en louchant sur la question d’aprés c’est plutot engageant.

11. Par la question précédente, on a 1 + ¢ qui est UNE racine 7-ieme de 8 — 8i. Donc pour z € C, on a

2km 2km

2T =8—8i & 3k € [0; 6], z=(14i)e 7 =260 .

Conclusion, ’ensemble des racines 7-iemes de 8 — 8¢ est donné par

= {V2eli5) |k e [0;6] }.

3/



C
o
e s Ko Mathématiques PTSI, DS3 Cor Vendredi 23 Novembre 2024

12. Soit z € C. Posons Z = €*. On a
F=8-8 & Z'=8-8i
Donc par la question précédente, on a
o8-8 o  Jkel06], Z=2eEHF),

Posons z = Re (2) et y = Im (2). Dés lors, Z = e* = % e avec e® > 0. Donc par la pseudo-unicité de
la forme polaire :

P88 o  Jke[06], e =2e(ETF)

it: 2
& 3kelo6], Iz, {e f%
y=7+="+2r
-1 7) — In(2)
& Jkelo6], ez, {x n(‘é;) 2
y=7+="+2r
In(2 2k
& Jke[0:6], ez,  z= a )+¢(”+W+2zw>
2 4 7
Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par
In(2 2k
S = { né)+ <Z+Tﬂ+2lﬂ) ‘(k:,l)e[[O;6]]><Z}.

y COS kx
13. Soit k£ € [1;6]. On note alors que k—” ]0 7| et donc sm( ) £ 0 et donc 17 ( , (,ng - 1) existe.

Procédons par ’absurde. Notons zj = sm(—”) — 1. On note que z; € R et on a
7

k
2 sin (7) 2 2
Ty _
& { ka . par unicité de la forme algébrique car — € R
Tk =
On obtient que 0 = —1 ce qui est impossible. Conclusion

14. Soit z € C\ {i}. Gréace a la question on a les équivalences suivantes :
7T . . - i(z_;'_?’ﬂ) - N 2km
g(z)' =8-28i & 3k € [0;6], g(z) =v2eaT7) = (1440)e 7 .

Or par la question 8] g(z) = (1+14) £, Do

1 ™
()T =8-8 o  Ike[0:6], 1+ =140
Z_
z+1 ;2km
R - =€ 7
z—1i
& z4+1=(z—1)e"'7 car z £ 1
& (l—e’%%):—l—ze =

6/24



.
i
e s Ko Mathématiques PTSI, DS3 Cor Vendredi 23 Novembre 2024

Or pour k € [0; 6],
2km ,L<2k:7\'

1—¢e"7 =0 & T =1 & k=0.
Dans ce cas, si k =0, on a
2km

2(1-eT ) =0£-1—i=—-1—ieT .

Donc k& = 0 n’est pas solution. Ainsi,

14iet 7
g(2)" =8-28i & 3k € [1;6], z=— +Zi2kﬂ
1—-e"7
Soit k € [1;6], on a, par factorisation par I’angle moitié,
1+4ie*F 1+ (5+%%)
- i2kr T T 2kn
1—e'7 1—e7
G5+ i(EH4E) | (5 +F)
B ezkl e_i%ﬂ — ei%ﬂ
k
23+
- (k
—2i sin (7”)
k
e G
B 2 sin (k—“)
7
En développant par la formule cos (a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), on trouve que
_1—|—zel T Q(—i—i—l) @cos(%’r) — @sm(’%’r)
_ g2km 2 km
1—e'"7 sin (%
km
_ 1—1 (COS(7) _1>
: k
> \sin (%)

R . 14
Or on a vu a la question (13.[que ~5* (Sm(k?ﬁ)

des solutions est donné par

Probleme III - Intégrales

Pour tout (n,p) € N2, on pose

Partie 1 : Autour des I (n,p)

1. Soit (n,p) € N2. Justifions que I (n,p) existe. La fonction ¢ — t" (1 —¢)” est continue sur [0;1] en
tant que fonction polynomiale. Conclusion,

Y (n,p) € N>, I(n,p) existe.
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2. Calculons I (0,0). Si n = p = 0 alors,

1(0,0):/0150( 00 dt = /Olldtzl.

Conclusion,
1(0,0) =

3. Soit n € N. Calculons I (n,0). On a les égalités dans R suivantes :

1 1 gl 1 1
I(n,O):/ t”(l—t)odt:/ tndt:[ } _ 0
0 0 n+1l,_y n+1

1
n+1

Conclusion,

VneN, I(n,0)=

4. Soit p € N. Calculons I (0,p). On a les égalités dans R suivantes :

1 1 (1_t)p+1 t=1 0 1
(0, :/tol—tpdt:/ 1-t)Pdt=|—~—L— - —.
Op) = [ Ca-tra= [ a-n o+ | = rr e
Conclusion,
1
VpeN, I1(0,p)=——.
P (0,p) P

5. Soit p € N. A T'aide d’une intégration par parties, calculons I (1,p). On a

I(l,p):/olt(l—t)pdt.

Posons (g
_ (1t
vt € [0;1], u(t) = =55
v(t) = t.
Les fonctions u et v sont € sur [0;1] et
‘() = (1—t)?
vt e [0:1], w(t) ==t
V() =1

Donc par le théoréme d’intégration par parties :

p+17t=1 P
I(1,p) = [_t(l—t)ﬂ _/Ol_wdt

p+1 — p+1
o a—erttT Lo(1—t)Pt!
_[_t p+1 L—o_/o_ p+1 «
m1
_O+/ p+1
B 11—tz 17
a [_(p+2) (p+1)]t:0
B (171)P+2 (170)P+2
(p+2)(p+1) (+2)(p+1)

1
T2 (1)
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Conclusion,

1

VpeN, I(l,p)= m

6. Soit (n,p) € N2
(a) A laide d’un changement de variable, montrons que I (n,p) = I (p,n). On a
(n,p) /O t" (1 —t)P dt.

Posons s =1 —tie.t=1—5Sit=0,s=1etsit=1,s=0.Depluss+—1—sest € et
dt = —ds. Des lors, par le théoreme de changement de variable,

I(n,p):/lo(l—s)"sp(—l)ds

0
1
= [ £(1—9)"
0
1
= / P (1—t)" car la variable d’intégration est muette
0
=I(p,

Conclusion,

¥ (n,p) e N%, I(n,p)=1(p,n).

(b) Soit p € N. Recalculons I (1,p). Par la question précédente,

I(1,p)=1(p,1)
1
= [ P1-t)dt
0
1
= [ -t q

o

{ tp+1 P2 }tzl
t=0

p+1 p+2

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question

1

VpeN, I(l,p)= m

. Soit (n,p) € N x N*. Montrons que I (n,p) = £5I(n+1,p—1). Ona

+

I(n,p):/olt”(l—t)pdt.

o/24
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Posons -
t _ tVL
vt € [0;1], u(t) = 5
o(t) = (1 —t)P.
Les fonctions u et v sont €' sur [0; 1] en tant que fonctions polynomiales et
u'(t) =t"
vt € [0;1], car p > 0.
o {v’@) = —p(1 -ty g
Donc par le théoréme d’intégration par parties,
1 t=1 1 gn+l
I (n, —[ 1—tp} —/ —p(1 =t ) dt
(mp) = |oog =0 =) g (p =07
1 ontt P 1
= 0) — 7/75”“ 1—t)Ptdt
n+1() n+1+n+1 0 ( )

:04—%;_1[@4—1,1)—1) car 0P = 0 car p # 0.

Conclusion,

V(’I’L,p)GNXN*, I(nvp):%_j_ll(n_‘_lap_l)

Soit p € N. Calculons I (2, p). Par la question précédente avecp=p+1lie.p=p—1letn+1=21ie.
n=1ona

n+ 2
I12,p)=In+1,p—1)=—I(n,p)=——-I1(1,p+1).
(2,p) = I( p-1)=——1np)=_—7Ipr+1)
Donc par la question
2 1 2

T = 6 961D GrDerDE 9

Conclusion,

2

wEN TP = o 3

9. Soit p € N. Recalculons I (2,p). Par la question

I(2,p)=1(p,2)

1
:/ (1 —t)%dt
0
1

= [ P (1-2t+¢*)dt
0

1
= / P — Pt P2 g
0

{ 1 1p+2 1p+3 t=1

= -2 +

p+1 p+2 p+3l_
1 5 1 1

o+l ‘pt2 p+3
(p+2)(p+3)-2(p+H(P+3)+@+1)(p+2)
(p+1)(p+2)(p+3)
PP +5p+6—2p>—8p—6+p? +3p+2

(p+1)(p+2)(p+3)
2

(P+1)(p+2)(p+3)

10//24
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Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question précédente (c¢’est beau!)

2
(p+1)(p+2)(p+3)

VpeN, I(2,p)=

10. A Tl'aide d’une récurrence sur n, montrons que V (n,p) € N2, I (n,p) = m%%. Posons pour tout
n €N,
P VpeN, I (n,p) pin!
n):«Vpe n,p)=-——»
(n) : «VpeN, I(n,p D)
Procédons par récurrence.
Initialisation. Si n = 0, par la question |4.lon a
WpeN, I1(0.p)=—
p ) yP) = P+1
D’autre part, pour tout p € N,
pln! _ plo! 1

m+p+1)! (+D) p+1

Donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que (£ (n) = Z(n+ 1)). Supposons #(n) et montrons que Z(n+1)
aussi est vraie. Par hypothese de récurrence,

pln!

Par la question [7] pour p > 1,

p
I(n,p)= mI(W‘F Lp—1)

Ou encore pour p+1>1ie p>0,

+1
I(np+1)="—"I(n+1p).

Donc pour tout p € N,

n-+1
I 1Lp)=— "1 1).
(n+1,p) p+1(mp+)

Donc par I’hypothese de récurrence appliquée a p + 1,

(p+1)n!
I(np+1)= LT
(np+1) =0 52
Ainsi,
n+1 (p+1L)n!  pl(n+1)!

In+1,p) = .
( P) p+l(n+p+2)! (n+14+p+1)!

Ceci étant vraie pour p € N quelconque, cela démontre &2 (n + 1).

Conclusion,

pln!

% N2, T -

11. Soit (n,p) € N2.

11/]24
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(a) Soit t € R. A l'aide de la formule de binéme de Newton, écrivons sous forme de somme ¢™ (1 — ¢)?.
On a par la formule du bindéme de Newton appliquée a a = —t et b =1,

p
1-tf=>

k=0

Ainsi,

p
(7)o

L zp: <1Z) (—1)F ¢+,

k=0

VEER, t"(1—t)P =)

- (7 —1)F gtk
5 ()

kEJn+k+1

P k
-1
(b) Calculons E (p) # En intégrant 1’égalité précédente, possible car les fonctions sont
k=0

continues en tant que fonctions polynomiales, on trouve :

ln D _ g p _1\kn
/Ot (1—1) dt—/o kz;(k>( 1) ¢ tR at,

On reconnait & gauche I (n,p) et par linéarité de I'intégrale,

I (nvp) =

Ainsi,
k=0
Conclusion, par la question [10/

(1) [
P (p k1 =L
];) <k> -1 [n +k+ 1]

t=0

L (p 1
kz:%)(k:) (_1)kn+k+1'

(p> -n*
EJn+k+1

I(n,p).

v (n,p) € N?,

%)

(—1)" B pn!

n+k+1 (n+p+1D)!

1

12. Soient (n,p) € N2 et J (n, p) = / (t+1)" (1 t)P dt.

-1

(a) Déterminons deux réels (a,b) € R? pour que I'application s : t — at + b vérifie

s([=1;1]) = [0;1].

Sia =0, alors s ([—1;1]) = {b} # [0;1]. Donc a = 0 n’est pas solution. Supposons a # 0. Alors la
fonction s est continue et strictement monotone : strictement croissante si a > 0 et strictement
décroissante si a < 0. Donc par le théoreme de la bijection,

s([=1;1]) =[s(=1);s(1)] sia>0 oU s([—1;1]) =[s(1);s(—1)] sia<O.

12/24
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Onas(—1)=—-a+bet s(l) =a+b. Donc

—a+b=0 —a+b=1
a+b=1 OU ca+b=0
a>0 a<0
2b=1 2b=1
& a+b=1 Li<+ Li+Ls OU {a+b=0 L1+ L1+ Lo
a>0 a<0
_1 _1
2 2
& a=1-b=35 OU Sa=-b=-1
a>0 a<0

On obtient donc deux couples solutions donc une solution est donnée par

R
NER)

a:b:%, Vi e [-1;1], s(t)

(b) Calculons J (n,p). Par définition,

J(n,p):/_ll (t+1)" (1= t)P dt.

Posons's:% ie.t=2s—1.Sit=—-1,s=0,sit=1,5=1. Deplus, s — 2s — 1 est €' et
dt = 2ds. Donc par le théoréme de changement de variable,

J(n,p):/()1(25—1+1)n(1—23+1)p2ds
—9 /0 " (25)" (2 — 25)7 dis
= 2/01 2"s"2P (1 — s)P ds
= gntptl /01 s"(1—s)Pds.

La variable d’intégration étant muette, on trouve bien que

V(n,p) €N?  J(n,p) =2"""" (n,p).

Vérification : sin=p=1, on a

{1(1,1):/1 (t+1)(1—t)dt

-1

1 371
:/ 1t2dt=[t}
-1 311

D’autre part, 271+ (1,1) = Sﬁ =5=3= % OK!
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Partie 2 : W comme Wallis

Pour tout n € N et tout p € N, on pose

W, = / *sin? () du et K (n,p) = / * cos? 1 (0) sin®+ (9) .
0 0

13. Calculons Wy.Par définition, on a

jus

W0:/2
0

sin (u) du = [~ cos(w)]'=2 = 0+ 1.

Conclusion,

14. Calculons V = /5 tsin(t) dt. Posons
0

Vit € [O; g} ; {ZE:)) : 'Cos(t)

Les fonctions u et v sont €' sur [0; %] et

we o] {1 =

Donc par le théoréme d’intégration par parties,
L
Vv :/ tsin(t) dt
0

— [—tcos(t)]| =2 — /0 ? _ cos(t) dt

Conclusion,

15. Calculons Wy. Par définition,
Wy = /2 sin® (u) du.
0

Linéarisons sin®(u). En passant par les complexes par exemple. Soit u € R. On a par la formule

d’Euler,
) O3
3 B it _ g—iu
sin”(u) = <2i

e3iu -3 eiu +3 e—iu _ e—Siu
—81
1 e3iu o e—3iu 3 eiu o eiu

—4 21 + 4 2

1
i sin (3u) + 2 sin(u).

14/]24
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Ainsi,
7 1 3
Wy = /2 ——sin (3u) + — sin(u) du
0 4 4
1{ cos(3u)} =3 3
=2 |-—= 2w,
4 3 1, ta
(o) la question [I3]
=—|-0+= - ar la question
1 g) Ty ParaaueH
C9-1
12
2
=3
Conclusion,
2
W]_ - g

16. Montrons que la suite (W), oy est décroissante. Soit n € N. Pour tout ¢ € [0; 5], on a sin(t) € [0; 1].
Donc

Vt € [O; g} . sin?"H(t) < sin?V3(1).

Donc par croissance de l'intégrale, car les fonctions sont continues et que 0 < Z. on a
) 29

/0 *sin2 L (¢) dt < /0 Tsin )t e Wy < Wag.

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en conclut que

la suite (Wp,), o est décroissante.

17. Montrons que la suite (W),),y est positive. Soit n € N. On sait que pour tout t € [0; g], on a
sin(t) = 0 et donc sin?*T!(¢) > 0. Par positivité de I'intégrale car sin®*! est continue et 0 < Z, on a

J

WP

sin?*(t)dt >0 & W, > 0.

Conclusion,

VneN, W, >0,
|

18. Par les deux questions précédentes, (Wy,), oy est décroissante et minorée. Donc par le théoreme de
convergence monotone, on en conclut que

(Wh)pen converge.

On fixe n € N.

™
19. A l'aide du changement de variable v = 7 —u, exprimons / sin®"*! (u) du en fonction de W;,. Posons

2
v=m—uie u=7—v. Siu=3F,alorsv=F. Siu=mnalors v=0. De plus, v — m — v est €' sur

0; 5| et du = —dv. Donc par le théoréeme de changement de variable,

T 0
t/.sh3”+1(u)du::l/)shﬂ"+1(ﬁ——v)(—1)dv

| N
Y

[V
Wl

sin?" ! (7 — v) dv

(NE]

sin?" 1 (v) dw car pour tout v € R, sin (7 — v) = sin(v).

15//24
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20.

21.

22.

Conclusion,

Calculons / sin?" ™! (u) du en fonction de W,,. Par la relation de Chasles, on a
0

/ sin?" ! (u) du = /5 sin?" 1 (u) du + / sin?"*1 (u) du
0 0 z
=W, + / sin®"*! (u) du
3

=W,+ W, par la question précédente
=2W,.

Conclusion,

/ sin?"* (u) du = 2W,.
0

Linéarisons cos () sin (¢) et déduisons-en une expression de K (n,n) en fonction de W,. On sait que

sin (20)

Vo eR, cos(f)sin(f)= 5

Ainsi,

Wl

082n+1 Sln2n+1 (9) de

wu

c
(cos () sin (#))*" T do
g <Sln )2n+1 dg

/ sin?"*1 (20)d6.
0

=
-
b

2n+1

Posons t =260 ie. § = 5. Si 6 =0alors t =0 si § = 5 alors ¢ = 7. La fonction t — § est ¢ sur [0;7]

et df = %dt. Donc par le théoréme de changement de variable,

L™ ony1 gy L 1
2n+1 /0 S " (t) §dt = WWN)

Conclusion, par la question précédente,

K (n,n) =

1

K(n,n):ﬁ

Soit p € N. A I'aide du changement de variable t = cos? (§), exprimons I (n, p) en fonction de K (n, p).
On a

I(n,p):/olt"(l—t)pdt.

Posons t = cos? (0) i.e. § = arccos (V) cart > 0 et v/t € [0;v/1] = [0;

1] c[-1;1].Sit=0,0onaf = %.
Sit =1, 6 = arccos(1) = 0. La fonction § — cos? (f) est €* sur [0;5] et dt =

2
—2sin (6) cos (0) d6.
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Ainsi,
T(n,p) = / " cos2 (8) (1 — cos? (6))” (—2sin (6) cos (6)) df
2
_9 /O 2 s () (sin? (9))” sin (6) cos (0) 6
—9 / % o (9) sin? L (9) df
= QK?(n,p) .
Conclusion,

|1 (n,p) = 2K (n,p).|

23. Soit n € N. Par la question [10/

nlin! (n!)?

RSy I o rer LR

Donc par la question précédente,

: =2K
2n+1)! (n,n)
Donc par la question
nh? 1 !
(2n+1)! 2gnr1 W = 52 W
Ainsi,
2" (nl)?
YneN, W,=-———.
PET T T an )

Or par la question (Wh)pen converge. Conclusion,

( 2" (n!)? )
— converge.
(2n+1)! neN

Les intégrales Wy, sont appelées intégrales de Wallis. Elles permettent entre autres de déterminer la constante
qui apparait de l’équivalent de n! (formule de Stirling). C’est une magnifique démonstration.

Probléme IV - Fonctions usuelles

L’objectif de ce probleme est d’étudier la fonction suivante :

R — R
Tr +» arccos (ch%x)) .

Partie 1 : Etude de f

1. On sait que pour tout x € R, ch(z) > 1. Par conséquent,

Ve € R, 0<

La fonction arccos est définie sur [—1;1] et pour tout = € R, C%@ € ]0;1] C [—1;1]. Conclusion,

’La fonction f est bien définie sur R. ‘

17/124)
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2. L’ensemble de définition de f est R qui est bien centré en 0. De plus par parité de la fonction ch, pour

tout x € R, on a 1 1
f (—x) = arccos <ch(—x)> = arccos (ch(:c)) = f(x).

‘La fonction f est paire. ‘

Conclusion,

. On sait que ch(z) 7, Too et par continuité de la fonction arccos en 0, on a arccos (u) —
T—r+00 uU—

arccos (0) = 5. Par composition, on obtient

. 1 . s
xgrfoo f(z) = CEETOO arccos (ch(a;)) = llg% arccos(u) = 5

Conclusion,

s

lim f(a) =

z——+00 2 ’

Or la fonction f est pair et donc son graphe est symétrique par rapport a 'axe (Oy). On en déduit
donc directement que

lim f(z)=—-

T—r—00

. Nous avons déja vu que pour tout = € R, Ch( ) € ]0; 1]. Or la fonction arccos n’est dérivable que sur
]—1; 1[. Par conséquent pour x € R, on a les équivalences

1 1
D —1;1 — #1
ve < ch(zx) €l-11l < ch(x) 7
& 1 # ch(z) car ch(z) >0
& x # 0.
Conclusion,
D =R".
. Soit x € D. On a
! h(z)
~ (&) &ty shl@)y/di(2)

fi(a) =

= ) .
Vi- (&) Vi () (e) -

) — 1 = sh?(x). Ainsi,
sh(z) ch(z)

() = _ sh(x) 1
ch?(z)\/sh®(z)  /sh?(x) h(@)

On sait que pour tout z € R*, sh(z) > 0 et donc y/sh?(z) = sh(z). Donc

;o shz) 1 1
ve>0. f@) = Fa @ me)

D’autre part, pour tout x € R*, sh(x) < 0 et donc

,, « sh(z) 1 1
Vo <0, f(z) = —sh(z)ch(z)  ch(z)

Notons que R* URY = R* = D, nous avons donc bien traité tous les cas. Conclusion,

Or y/ch?(z) = ch(x) car ch(z) > 0. De plus ch?(x

1 .
= sixz >0
Ve e D=R* [f'(z)= {ch(wi
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6. Puisque pour tout x € R, r%x) > 0, on en déduit que pour tout x > 0, f'(x) > 0 et pour tout = < 0,
f/(x) < 0. Ainsi la fonction f est strictement décroissante sur R* et donc sur R_ par continuité (f
est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions qui sont continues sur leurs
domaines de définition) et de méme f est strictement croissante sur R, (ce qui est cohérent avec sa

parité). On sait par une question précédente que

lim f(z)= lim f(z)=—.

T—r—00 Tr——+00

2o

Enfin, f(0) = arccos (ch%())) = arccos (1) = 0. Conclusion, on obtient le tableau de variations suivant :

x —00 0 —+00
us s
2 2

(a) Soit x € R. Posons X = e*. Alors,

T —x X‘l‘i
ch(z)=2 & %:2 & X =2
& X?24+1=4X car X >0

= X2 4X+1=0.

Soit A le discriminant associé. On a A = 16 — 4 = 12. Ainsi,

4+ V12
a 2

=243 oU X =

ch(z)=2 < X 4_;@=2—\/§

& e =2+3 OU e =2— 3.

On note que 2 + V3>0et2—+3>0 (car 2 > V3 car 4 > 3). Conclusion,

ch(z) =2 & len(2+\/§> ou len(2—\/§).

(b) Soit x € R. On a les équivalences suivantes :

4 R

T
& ==

fa)=1

arccos = — = arccos | =

ch(x)
1 1 L, .

& = — par injectivité de la fonction arccos

ch(z) 2
& ch(z) = 2.

Donc par la question précédente, on en déduit que

1 ({5)) = {2+ v3)im (2= vB)}.

(c) Par la question précédente, on en complete le tableau de variation :
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T —00 In (2 — \/3) 0 In (2 + \/§) 400

/%

kﬁ
B

La fonction f étant continue et strictement monotone sur |—oo; 0] et sur [0; +oc[, par application
du théoreme de la bijection, on en déduit que

fﬁl([ﬂ'WD = |—o0;In (2= V3)| U [In (2 + V3) ; +00].

33

Partie 2 : Construction d’une réciproque

8. Soit g la restriction de f a R,. Par les questions précédentes, on sait que f est continue et strictement
croissante sur Ry. Il en est donc de méme de g. Donc par le théoreme de la bijection,

la fonction g définit une bijection de Ry dans J =g (R4) = f (R4) = [O; g[

On note ¢ la réciproque de g.

9. (a) Soit x > 0. Par la partie 1, on sait que f est dérivable en z et f'(x) = T%x) D’autre part, on a

cos (f(z)) = cos (arccos (chtm))) = chtx)‘

cosarccos ne pose pas de probleme au contraire de arccos cos...

Conclusion,

Vo > 0, f'(z) = cos(f(x)).

b) La fonction f est dérivable sur R* et pour tout z > 0, f'(z) = =——— > 0. Donc il en est de méme
+ ch(z)
pour g notamment g est dérivable sur R* et pour tout x > 0, ¢’(x) = f'(x) # 0. Par le théoreme

de la dérivabilité de la fonction réciproque, on en déduit que ¢ est dérivable sur ]O; g[ et

Or on a g (J0; +oc[) = ]0; 5 [. Donc ¢ (]0; 5 [) = ]0; +-00[. Autrement dit pour tout € ]0; 5[, on
a ¢(x) > 0. Donc par la question précédente,

() = I 1 1
P T @) cos (f (p(@)  cos(z)’

car p(x) > 0 et donc f (¢(x)) = g (p(x)) = x. Conclusion,

Vﬂse}o;g[, o' (z) =

10. Soit 2 € J = [0; 5[, on a 0 < cos(z) < 1 et 0 < sin(z) < 1. Par conséquent,

0<1<

t 1<1 i <2
con () e + sin(z)
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Donc par produit,

Conclusion,

1 + sin(z)

la fonction h : z — In <
cos(x)

> est bien définie sur J = [O; g [

11. La fonction h est bien définie sur J et est méme dérivable sur J comme composée de fonctions
dérivables sur leurs ensembles de définition. De plus pour tout =z € J,

1+sin(z) ),
’ . ( cos(x)
h (ﬂ?) " 1+sin(z)

cos(z)
cos(z) cos(x) — (1 +sin(x)) (—sin(z)) cos(z)
cos?(x) 1 + sin(x)
cos?(x) + sin(x) + sin?(x)
cos(z) (1 + sin(x))
B 1 + sin(x)
~ cos(z) (1 +sin(z))
1
cos(z)’

Donc par la question pour tout = € |0; 5[, #'(x) = ¢'(x). Par conséquent,
C € R, VmE}O;g[, o(z) = h(z)+ C.

Or par le théoreme de la bijection, on sait que ¢ est continue sur J et donc notamment en 0. De plus
h est continue sur J comme composée de fonctions continues sur leurs ensembles de définition. Donc
par passage a la limite quand x — 0,

©(0) = lim p(x) = glgl_r)% h(z) +C = h(0) + C.

x—0
Ainsi,
T
IO ER, V¥ [o; 5[, o(z) = h(z) + C.

Déterminons C'. En évaluant en 0 par exemple. Puisque g(0) = f(0) = 0, on en déduit que ¢(0) = 0

et donc ]
C = p(0) = h(0) = 0—In (W) — —(1) =0
Conclusion,
Vo € [O;g[, o(z) =h(z) =1n (W) :
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Partie 3 : Une équation

On considére 1’équation suivante d’inconnue x € R :

(E) f(z) = arcsin ((:h:(lx)) + arccos <5c§(m)> .

On considére également 1’équation suivante d’inconnue y € R,

8
(F) arccos (y) — arcsin (y) = arccos (%) .

12. Soit y € R. On a les équivalences suivantes :

eD & “lsysl
—-1<y«<l1
= { 5<y<5
_g\y\g
5 5
& ——<y< -
g SYS3Q
Conclusion,
55
)
F 8’8

13. Soit y € Dp. Supposons que y soit une solution de . Alors

. 8y
arccos (y) — arcsin (y) = arccos =)

En composant par la fonction cosinus, on obtient,

cos (arccos (y) — arcsin (y)) = cos (arccos (8:)) = 8€y
8
& cos (arccos (y)) cos (arcsin (y)) + sin (arccos (y)) sin (arcsin (y)) = Ey
_ 8y

& y cos (arcsin (y)) + y sin (arccos (y)) .
Or on sait que cos? (arcsin (y)) = 1 — sin? (arcsin (y)) = 1 — y*. De plus, arcsin (y) € [—3; 5], donc
cos (arcsin (y)) > 0. Ainsi,

cos (arcsin (y)) = /1 — y2.

De méme, on a sin (arccos (y)) = y/1 — 2. Donc

®m = y\/l—y2+y\/1—y2=%y

8
& 2y\/1—y2:€y
4
= 2y<\/1—y2—5>:0.

Conclusion,

y solution de = 2y (M _ ,) —0.
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14. On procede par analyse-synthése. Analyse. Soit y € Dp. Supposons y solution de . Alors, par la
question précédente, 2y (\/ 1—y2— %) = 0. Donc y = 0 ou

\/1—y2—é:0 & \/1—y2:§

5
2 16 2
& 1—y =5 car 1 —y~ >0 poury € D
9
2
& =—
T
& —§OU _ 3
y—5 Y= 5

Ainsi, si y est une solution de , alors y € {—%; 0; %}
Synthese. L’énoncé nous assure qu’il y a au moins trois solutions. N’ayant que trois candidats, on en
conclut que chacune de ces valeurs est bien solution.

Conclusion, ’ensemble des solutions de est donné par

_ 3..§}
se={-202}.

15. Soit € R. Posons y = T%x) On a les équivalences suivantes :

1
x solution & f(z) = arcsin <ch(:c)> + arccos (505(3:))

1 1
& arccos (ch(m)) = arcsin (ch(:n)) -+ arccos (5 clf(z:))
& arccos (y) = arcsin (y) + arccos (8:)

& y solution de

3 3
& y=-% ou y=0 OUy:5

S U PV SIS S
ch(z) 5 ch(z) ch(z) 5
Or Ch—%z) > 0. Par conséquent,
1 3 5
x solution ([El) EN () = = PEN ch(z) = 3
Posons X =¢e* > 0. On a
X+% 5
x solution & 5 X _ 3
1 10
& X+ —==—
+ X 3
10
s X2 X F1=
Soit A le discriminant associé : A = % —4= % = %4. Par suite,
08 0,8
z solution ([E) & X:323:§OUX:323:3
1
& e’ = 3 ou e* =3
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Conclusion, ’ensemble des solutions de est donné par

= {-1n@B); ()} .|

Pour les curieur qui n’aiment pas admettre de résultat. Voici comment il était possible de démontrer que
les trois réels —2, 0 et 2 sont bien solutions de (). Posons h : y + arccos(y) — arcsin(y). La fonction h
est définie et continue sur [—1;1] et dérivable sur |—1;1[. De plus, pour tout y € |—1;1],

-1 1 —2

V¢ Vi i

On note donc que pour tout y € |—1;1[, h'(y) < 0. Donc la fonction h est strictement décroissante sur
|—1;1] et par continuité sur [—1;1]. Or h(—=1) = 7+ % = 3% et h(1) = 0 — %, on obtient donc le tableau
sutvant :

W (y)

Poursuivons, on a h (?) =7—53=0eth (_72) = ?ﬁf + % = 7. On en déduit donc le tableau restreint
sutvant :

|
o
o

Ainsi, pour tout y € [—@' —@}, on a h(y) € [0;x]. Par conséquent, pour tout y € [—@; —72} et tout
u € [—1; 1], Uimplication suivante est vraie

cos (h(y)) =u = h(y) = arccos (u) .

C’était le seul endroit ot dans notre raisonnement précédent nous avions perdu l’équivalence, nous avions
écrit que h(y) = arccos (8—5”) = cos (h(y)) = cos (arccos (%y)) = %y. La réciproque et donc I'équivalence
pour tout y € [—ﬁ' —ﬁ] est donc vraie. Il est donc possible de reprendre tout le raisonnement avec des

équivalences pour y € [—72; —@] Enfin, on note que —%, 0, % sont trois éléments de [—7; —7] ce qui

achéve la démonstration.

24/]24



