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[ Exercice 1 - Calculs

1. Résoudre dans R, I'inéquation ([;) : Va2 —9 > x — 5.
2. Résoudre dans R, I'inéquation (1) : 2=3 < 1.
3. Résoudre dans R, l'inéquation (I3) : |z + 3| + |3z — 1] < 4.

Probleme 2 - Equations différentielles

Partie 1 : A I'ordre 2

On considere les équations différentielles suivantes d’inconnue g, une fonction deux fois dérivable sur
R:

(Ey) Vo € R, y"'(x) — 2y (z) + 2y(z) = €”
(E») Ve e R,y (z) — 20/ (z) + 2y(z) = 1HD7
(Es) Vo € R, y"(x) — 29/ (x) + 2y(x) = €” cos(z).

1. Préciser (Ey) I'équation différentielle homogene associée aux équations (F1), (Es) et (Es3) puis
la résoudre. On donnera les solutions réelles sous forme d’ensemble et d’espace engendré.

2. Déterminer .5, 'ensemble des solutions réelles de (E).
3. (a) Sans le calculer, justifier proprement qu’il existe un unique élément y; € S, vérifiant
y1(0) = 3 et 41(0) = 6
(b) Déterminer y;.
4. Déterminer y,, une solution complexe de (Ej).

5. En déduire .#g, ’ensemble des solutions réelles de (Ej3).

Partie 2 : A ’ordre 1

On pose I = ]0;+o00[. On considére 1'équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction
dérivable sur I :

2 1+ 22
F Veel, —_— = :
(F) Vo€l @)+ i) = s
6. (a) Déterminer (a,b,c) € R3 tel que Vx € I, x(xgﬂ) =& 4 bt
(b) En déduire sur I ’ensemble des primitives de « : z — m

, . s e e . 1
7. Déterminer sur I 'ensemble des primitives de 5 : & — 5575

8. Préciser (Fp) I’équation homogene associée a (F') et la résoudre. On donnera les solutions sous
forme d’ensemble et d’espace engendré.

9. En déduire .#» I'ensemble des solutions de (F).
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Partie 3 : A 'ordre 2 aux coeflicients variables

On considere 1’équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction deux fois dérivable sur
I =10;+00[ :
2r () + 2
——y(z
1+ 22 Y 1+ 22 Y

(Go) Ve el, y'(x) (x) = 0.

. I = R
10. Soit Rl = { r = ar+ b
solutions de (Gy).

(a,b) € RQ}. Déterminer l’ensemble des fonctions yr € Ry

11. Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. On pose pour tout x € I, z(x) = @ Justifier
que z est deux fois dérivable sur I et vérifier que

y solution de (Gy) & 2’ solution de (Fp).
12. En déduire .%¢, I'ensemble des solutions de (Gy).

Partie 4 : Une solution particuliere

On considere 1’équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction deux fois dérivable sur [ :

2

(G) Veel, y'(z) — my/

(x) + (z) = (14 2%) In(z).

1+ 227
Soient A et B deux fonctions dérivables sur [ telles que
Vo eI, zA'(z) + (2 — 1) B'(z) = 0.

On pose alors
Vo eI, yp(z) = vA(x) + ([E2 — 1) B(x).
13. Déterminer I'ensemble des primitives sur [ de f : x — zIn(z).
14. Déterminer I'ensemble des primitives sur I de ¢ : z + (1 — 2?) In(x).
15. Calculer y;, et y, en fonction de A, B, A" et B'. On ne veut pas de A" ni de B".

16. Montrer que y, est solution de (G) si et seulement si
Vo el, A'(z) 4 22B'(z) = (2° + 1) In(z).

17. En déduire A’ et B'.

18. Conclure en donnant y,,.
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[ Probléme 3 - Matrices
Soient
2 1 1 0o -1 -1 1 0 -1
A= -2 0 -1 B = 2 4 3 P=1-2 1 1
2 1 2 -2 -3 =2 2 -1 0

Enfin, on pose C' = A — B.

Partie 1 : Puissances de A, méthode 1

1. Montrer que P est inversible et calculer P~1.

2. Calculer T = P~YAP. On doit obtenir une matrice de la forme

o O
O X O
X X O

Vérifier que Tr (A) = Tr (7).
Calculer T2 et T°.

Déterminer pour tout n € N*, T™.

o ok W

En déduire pour tout n € N*, A™. L’exprimer explicitement en fonction de ses coefficients.

Partie 2 : Puissances de A, méthode 2

7. Calculer C.

8. Calculer BC et CB.

9. Montrer que pour tout n € N*, A" = B" + C™.
10. Calculer pour tout n € N*, C".

On pose
0 -1 -1 0
D=\ 2 3 2 et E=10 1 1
-2 =2 -1 0
11. Calculer pour tout n € N*, D™,
12. Calculer pour tout n € N*, E".
13. Montrer que pour tout n € N*, B" = D +nkE.

14. Retrouver alors le résultat de la question
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Partie 3 : Exponentielle de matrice

Pour toute matrice M € .#; (R), on pose

Si chacun des coefficients de la matrice S, (M) converge lorsque n — +00, on dit que la suite de
matrice (S, (M)),, oy converge et on note alors

exp(M) = lim S,(M).

n——+o0o

On admet que pour toute matrice M € .#3(R), (S, (M)),cy converge toujours et donc exp (M)
existe bien.
Pour tout = € R, on admet également le résultat suivant :

15. Soit M € 5 (R). Préciser Sy (M), S1 (M) et Sy (M).

16. Soient M € .#5 (R) et n € N. Montrer que si M est symétrique alors S,, (M) U'est également.
17. Ceci n’est pas une question.

18. Montrer que exp (A) = exp (B) + exp (C) — Is.

19. Exprimer exp (C') en fonction de C.

20. A Tlaide de la question , exprimer exp (B) en fonction de B et E.

21. En déduire exp (A) en fonction de B, E et C.

22. Montrer que exp (B)exp (C) = exp (A).

23. Exprimer exp (A) en fonction de P, P~ et exp (T).

200

e
24. Montrer que exp (T) = 0 e e
0 0 e



