Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 14 décembre 2024

Corrigé du Devoir Surveillé 4
Calculs dans R, équations différentielles,
matrices

Exercice I - Calculs

1. Résolvons dans R I'inéquation (I1) : Va2 —9 > x — 5. Soit = € R.

vV x? — 9 existe s 2-9>0 s 22 >9 & r< -3 OU z = 3.

Soit z € |—o00; —3] U [3; +o00[. Premier cas, x —5 < 0 i.e. z < 5. Alors, on a bien Va2 —9 >0 > z — 5.
Donc . = |—o0; —3] U [3;5].

Second cas, x — 5 > 0 i.e. z > 5. Alors,

2-9>0
(I) & 22— 9> (z—5)° car {° & 22— 9> 2% — 10z + 25
r—52>20
= 10z > 34
- S 17
r>—.
)
Or &L < £ =5 Donc % = [5;+00|.
Conclusion, I’ensemble solution de (I) est
S, = AU S =]—o00; —=3| U [3;5] U [5; +oo[ = |—o0; —3] U [3; +o0] . ‘

Résolvons dans R, I'inéquation (1) : igj < 1. Soit z € R. On a

22 —4=0 s 22 =4 & r=—-2 OU x =2.

Soit # € R\ {—2;2}. Ona 2?2 -4 >0 & 22 >4 & r<—2 0OU x> 2.
Premier cas x € |—00; —2[ U ]2; 4+00[. On a

2r —3

<1 & 2r—3<a> -4  22—4>0
x2—4

(I2) :

& x2—2x—1<0.

Soit A le discriminant associé. On a A = 4 + 4 = 8. Les racines associées sont H%J =1++2et
1 — /2. Ainsi,
(I) & 1-vV2<a<1+V2

Onsaitque\/§>1doncl+\/§>2>0>1—\/§.Deplus,1—\/§>—2 & V2<3 & 2<9ce
qui est vrai. Donc
1+v2>2>1-v2> -2

Donc dans ce cas,

:5”1:}2;1-1-\@}.
Second cas, € |—2;2[. On a
2z -3 9 9
(I2) : x2—4<1 = 20 —3>x° —4 zc—4<0
& 2P -22-1<0.
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Les racines sont toujours 1 — V2et 14+ v2avec —2<1—+/2 <2< 1+ 2. Donc dans ce cas
A =[1-V22].

Conclusion, ’ensemble des solutions de (I3) est donné par

S = A0S =[1-V22[U]21+V2].

3. Résolvons dans R, l'inéquation (I3) : |z + 3|+ 3z — 1| <4.Soit t e R.Onaz+3>0 & x> —3et
3r—12>20 & T > %

Premier cas, x < —3. Alors,

(I3) & —rx—3-3z+1<4
& —6 < 4z
3y
2

Puisque —3 < —3, dans ce cas, % = 0.

Deuxieme cas, —3 < z < % Alors,

(I3) & r+3-3rz+1<4
& 0< 2z
= 0<z.

Dans ce cas, %% = ]0; %]

Troisieme cas, T > % Alors,

(I3) & r+3+3r—-1<4

= 4 < 2

= <1
T < .
2

Dans ce cas, .93 = [%, % [

Conclusion, ’ensemble des solutions de (I3) est donné par

1 11 1
7 =A0H0A =00 ng|o 5] = o).

Probleme II - Equations différentielles

Partie 1 : A 'ordre 2

On consideére les équations différentielles suivantes d’inconnue y, une fonction deux fois dérivable sur R :

(Ey) Vo e R, y"(x) — 2¢/(x) + 2y(z) = €
(E2) Vo e R,y (x) — 2y (z) + 2y(z) = e1F0)®
(E3) Vz € R, y"(z) — 2y () + 2y(x) = €” cos(z).

1. Précisons et résolvons (Ep). L’équation homogene associée a (E1), (E2) et (Es3) est donnée par

(Eop) Vz € R, y'(z) — 2y (z) + 2y(x) = 0.

2/2
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3.

L’équation caractéristique associée est donnée par

(E.) r*=2r+2=0.

Son discriminant vaut A =4 — 8 = —4 = (24)%. Donc les racines associées sont % = 1=+14. Des lors
I’ensemble des solutions réelles de (Ep) est donné par

o R — R 2}
70 = { x +— €% (Acos(z)+ Bsin(x)) ’ (4,B) € R
ou encore
R = R R - R
7y = Vect ( r +— e“cos(z) x — e sin(x) ) '

. Déterminons .z, 'ensemble des solutions réelles de (E;). Par la question précédente, nous avons

déja I’ensemble des solutions de I’équation homogene. Cherchons une solution particuliere. Puisque le
second membre est sous la forme P(x)e™* avec P de degré 0 et m = 1 non racine de (E,), on cherche
yp sous la forme y, : x — ae”. Posons a € R et

R —- R

Yo'z o get.

La fonction y, est deux fois dérivable sur R et

Ainsi,

yp solution de (Ej)

xT

Ve € R,y,(x) = ae” et y,(z) =ac®.

Ve eR, o'(z) -2y (z)+2y(z) =¢"
Ve € R, ae®”—2ae”+2ae” =¢e”
VreR, a—2a+2a=1 car e* #0

a=1.

t oo

Ainsi, y, :  — €” est UNE solution de (£7). Conclusion, I’ensemble des solutions réelles de (E7) est

donné par

S, =

{

R — R

x +— €% (1+ Acos(x)+ Bsin(z)) ’ (4,B) € RQ} '

a) Justifions qu’il existe un unique y; € “E, tel que y; =3ety = 6. On cherche donc 17 te
Justifi il exi i p, tel 0 3 1(0 6. On cherche d 1

que
Vo € R, yi(z) — 2y1(z) + 2y1(x) = e”
{91(0) =3, ¥1(0) =6.
Les coefficients a = 1, b = —2, ¢ = 2 sont constants, le second membre d : x — e* est continue sur

Iintervalle I = R qui comprend l'instant initial 0. On reconnait donc un probléme de Cauchy. Or
par le théoreme de Cauchy, un probleme de Cauchy admet une et une seule solution. Conclusion,

il existe un unique y; € g, tel que y1(0) = 3 et y;(0) = 6.

(b) Déterminons y;. On a y; € .g,. Donc par la question

3(A,B) e R% Yz € R, yi(z) =e®(1+ Acos(z)+ Bsin(z)).
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Aussi, y1 est dérivable sur R et

Vz €R, y(x)=e"(1+ Acos(z)+ Bsin(z)) + e* (—Asin(z) + B cos(z))

Donc
y1(0)23 N 1+A=3
y1(0) =6 1+A+B=6
1+A4=3
Ly« Ly—L
{323 2 2 1
A=2
-
B =3.
Conclusion,
R = R
o e e’ (1 + 2cos(z) + 3sin(z)) .

4. Déterminons yp» une solution complexe de (E2). Le second membre est sous la forme P(z)e™* avec

P(z) = 1 de degré 0 et m = 1 + i est racine simple de (E;). On cherche donc yp sous la forme
z +— ax (9% Soit a € C. Posons

R — C

Y2 =y qze(ttie,

La fonction yp est deux fois dérivable sur R et

91/32(93) =(a+ax(1+1)) o1+
Vr € R ya(z) = (a(l+i)+ (a+az (1+14)) (1+1i))el+De
7 = (2a(1+1i) 4+ az (1 +2i —1)) et
= (2a (1 + i) + 2iax) (197
Ainsi,
yp2 solution de (E»)
Ve e R, y'(x) =2y (x) + 2y(x) = 1T

-
& Ve eR, (2a(1+1)+ 2iazx)e™D% —2 (a4 ax (1 + 1)) e1H)2 f2gz (12 — (D2
& Ve eR, 2a(141i)+2iax—2(a+ax(l+4+1))+2ax=1 car eIt £ ()
& VeeR, 2ai=1
N 1 )
a=—=—_.
2i 2

Conclusion, une solution complexe de (Es2) est donnée par

C

%
— _% eI+

R
yp2- x

. Déduisons-en ., ’ensemble des solutions réelles de (E3). On observe que pour tout = € R, e” cos(z) =
e’ Re (em) = Re (ew ei“””) = Re (e(Hm ) Donc par la question précédente, UNE solution de (E3) est
donnée par

Yp3 = Re (pr) .
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Pour tout z € R,

o= (-Gt
= Re <—5 e’ (cos(z) + i sm(a:)))
= g e’ sin(x).
Donc une solution réelle de (FE3) est donnée par
- R
- 3

Yp3 : T

e’ sin(x).

Or I'équation homogene associée a (F3) est (Ey) dont ’ensemble solution a été donné en question

R
x
(
Conclusion, I’ensemble des solutions réelles de (E3) est donné par

R — R

yE:%:{ T e$(ACOS(l‘)+(B+%)Sin(x)) }(A,B)G]RQ}'

Partie 2 : A 'ordre 1

On pose I = |0; +o0[. On considere 1’équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction dérivable sur
I:

2 1+ 22
F v I / - = — 0.
( ) T ed, y($)+$(x2+1)y($) 204 + 243 + 12
6. (a) Déterminons (a,b,c) € R3 tel que Vz € I, ﬁ =2+ 2:2”1‘1:

Soit (a,b,c) € R3. On note que pour tout = € I, = (x2 + 1) #0etona

a br+c ar®+a+br?+cr  (a+b)at+cr+ta

Veel, — = =
v x+x2+1 x(x?2+1) x(x?41)
Donc pour que Vx € I, m :g+§f§j§, on note alors qu’il suffit de prendre
a+b=0 b= -2
c=0 & c=
a:2 a:2.
Conclusion, pour |a =2, b= -2, ¢ = O‘, on a
2 2 2
Ve el, —_— = a:

c(22+1) x 22+1

(b) Déduisons-en sur I ’ensemble des primitives de « : z — m

Pour tout € I,  # 0 et 22 + 1 # 0. Donc la fonction a est continue sur I et admet des
primitives sur I. De plus, par la question précédente, une primitive de a est donnée pour tout
x € I par

22
A(z) =2In(|Jz|) — In (’xQ + 1‘) =2In(z) —In ($2 +1)=In (332 n 1) .

Conclusion, ’ensemble des primitives de a est donné par

I - R
ya_{x — 2In(z) —In (22 +1) + K ‘KER}'

/22
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7. Déterminons sur I I’ensemble des primitives de 8 : x — m Soit A le discriminant de 22242z +1.

Ona A =4-8=—4<0.Donc pour tout = € I, 22> + 2z + 1 # 0. Donc la fonction 3 est continue
sur I et donc admet des primitives sur I. De plus,

1

:2x2+2x+1
1

1 1

P L
1 1
T
1
2

Veel, p[(x)

N[

DNO|—
=

(z+ )2+
. r
T4(z+4)+1
_
(2 +1)2+1

1

Donc une primitive de § est donnée pour tout x € I par
B(x) = arctan (2x + 1) .

Conclusion, ’ensemble des primitives de 3 est donné par

I - R
yﬁ_{x — arctan (2 +1) + K 'KGR}'

8. Précisons et résolvons (Fp) I’équation homogene associée a (F'). On a directement,

2

(F()) Ya € I, y’(l’) + m

y(x) = 0.

La fonction « : z > est continue sur I donc admet des primitives sur I dont I’'une est donnée

2
z(x2+1)
2
d’apres la question par A: xz+—In (xf—ﬂ) Ainsi,

332—1—1_

In( 2> 1
Ve el e 2@ —¢o n(x2+1) = =14+ —=.
) 2 72

xT

Conclusion, ’ensemble des solutions de (Fp) est donné par

I - R I - R

9. Déduisons-en .%F 'ensemble des solutions de (F'). Procédons a la méthode de variation de la constante.
Posons

e y une fonction dérivable sur I,
241
* Yo T > :Cx—; )

e N =Y

Yo'

La fonction A est bien définie sur I car yg ne s’annule pas sur I. De plus A est dérivable sur I comme
quotient de fonctions qui le sont dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour tout « € I, on a

y(@) = Az)yo(z) et 3 (z) = X(x)yo(z) + Az)yp(2).

o/22



-
o
e Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 14 décembre 2024

Ainsi,

y solution de (F)

2 1+ 22
I,y _— =
& Vel yl)+ x(x? + 1)y(x) 2zt + 223 + 22
2 1+ 22
v I, XN A ( — A =
~ T e, (:L‘)y()(ﬂf) + (x)yO(m) + x(xQ + 1) ((E)y()(l’) 204 4 243 + 22

_ 1+ 22
204 4+ 203 + 22

& Vee L X@n()+Aw) (sh(e) + i)

/

=0 car yo EYFO

1 14 a°

& Veel, N)= yo(z) 224 + 2::3 + 22

2 1 2
= Vo eI, X(z) = 932::— 12z4 +;;3 + 22

2
& Veel N)= z2 (222 f— 2z +1)
1

e el X@) =g 5T

On reconnait la fonction 8 qui est continue sur I et admet des primitives dont 'une est donnée d’apres
la question [7.| par x — arctan (2z + 1). Ainsi,

y solution de (F) & JdK e R, Vz € I, M(z) = arctan 2z + 1) + K

2+ 1

& K €R, Yz € I, y(x) = Ma)yo(z) = (arctan 2z + 1) + K) —
x

Conclusion, I’ensemble des solutions de (F') est donné par

I R
yF:{ - ‘KGR}.
T

(arctan (2z + 1) + K) 2241

2

Partie 3 : A l'ordre 2 aux coefficients variables
On considere I'équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction deux fois dérivable sur I = |0; 40| :

2z,
1+x2y

2 5y(r) = 0.

"

(z) +

I —- R

10. Soit Ry = { v ar+b (a,b) € R2}. Déterminons ’ensemble des fonctions yr € R; solutions

I - R

de (Gp). Soit (a,b) € R2. Posons yg : T = ar+b

. La fonction yg est deux fois dérivable sur I et

I'on a
2
yr solution de (Gj) & Ve el, y'(z) — ﬁz?y’(x) + my(m) =0
2z
& Va:EI,O—1+x2a+1+$2(a33—|—b):0
& Veel, 0—2zxa+2(ax+b)=0 car 1+ 22 #0
& Veel, 2b=0
& b=0.
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11.

12.

Conclusion, I’ensemble des éléments de R; solutions de (Gg) est donné par

I —
YRlz{yR: oz aGR}.

Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. On pose pour tout x € I, z(x) = @ La fonction

x +— x est deux fois dérivable sur I = R’ et Vz € I, x # 0. Donc par quotient de fonctions deux fois
dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas,

’z est deux fois dérivable sur I. \

Vérifions que
y solution de (Gy) & 2" solution de (Fyp).

On observe que pour tout x € I,

Y (x) = 2(x) + 24 ()
y'(z) = 2 (2) + 2/ (z) + 22" (2) = 22/ () + 22" ().

Des lors, on a

y solution de (Gy) & vz el, y'(x) — : j_xe y'(x) + : foy(x) =0
& Vo eI, 22/ (z) + x2"(z) — 1 i$$2 (z(2) + 22’ (2)) + lfoxZ(w) =0
& Vo eI, z2"(x) + <2 - 13_3:;) 2 (z) + <— . j_xe + 1 ii?z) z(x) =0
& Vo eI, z2"(x) + Wz’(m) =0
& Vo eI, z2"(x) + 1fx22'(x)20
& Vo e I, z"(:v)+x(12_i_x2)z'(x):() car x # 0
& 2’ solution de (Fp) .
Conclusion, on a
y solution de (Gjp) & 2’ solution de (Fp).

Nous avons procédé a la méthode d’abaissement du degré a l'aide d’une solution de (G).

En déduisons-en %, ’ensemble des solutions de (Gy). Soit y une fonction deux fois dérivable sur 1.
Avec les notations de la question précédente et par la question [9.|on obtient

1
y solution de (Gy) & JK1 eR, Vz el, Z(z)=K; (1 + 2)
x

1
T

& (K1, Ky) eR, Ve el, y(x)=uzz(x)=K; ($2—1)+K2x.

Conclusion, I’ensemble des solutions de (Gg) est donné par

I - R
yGO:{m — K (22— 1) + Ko

8/23
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Partie 4 : Une solution particuliere

On considéere I’équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction deux fois dérivable sur [ :

2z
1+ 22

(GQ) Veel, o' (z) — y'(z) + (x)=(1+ :DQ) In(z).

1+ 227
Soient A et B deux fonctions dérivables sur I telles que

Vo €I, xA(z) + (1‘2 —1) B'(z) = 0.

On pose alors
Vo eI, yp(z) = zA(z) + (a:2 —1) B(x).

13. Déterminons I’ensemble des primitives sur I de f : z — xIn(x). La fonction f est continue sur I donc
f admet des primitives sur I. De plus, d’apres le théoreme fondamental de 'analyse UNE primitive
de f est donnée par

F: mr—>/ t1n(t) dt.
1

Soit z € I. Posons

vier, U
‘e {vo

Les fonctions u et v sont €1 sur I et

~
I
—_
=}
—
~
~—

Donc par intégration par parties,

2?1n(z) Tt
= -0— [ —dt
2 1 2
~ 2?In(x) t2r_w
2 411
2?In(z) 2?2 1
= JR— + —
2 4 4

Conclusion, ’ensemble des primitives de f est donné par

T

y_—{ 'KGR}
f 22(21In(z)—1 .

14. Déterminons I’ensemble des primitives sur I de g : x — (1 — xz) In(z). De méme que pour la question
précédente, on observe que g est continue sur I donc d’aprés le théoréme fondamental de 'analyse,

G: xr—>/1x(1—t2)ln(t)dt,

est une primitive de g. Soit x € I. Posons
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15.

Les fonctions u et v sont €1 sur I et
!/
t) =
Ve, {“ ®)
(t)

Donc par le théoreme d’intégration par parties,

3 T t2
:(x—x)ln(:c)— 1——dt
3
x

Calculons y, et y, en fonction uniquement de A, B, A" et B’. La fonction g, est dérivable sur I comme
produit et somme de fonctions qui le sont. De plus,

Veel, yy(x)=A(z)+ A'(x) +22B(z) + ($2 —1) B(z) = A(z) + 22B(z) + A'(z) + (m2 —1) B'(z)
Or par hypothese, Vo € I, zA'(z) + (#? — 1) B'(z) = 0. Donc
Veel, yy(x)=Az)+2zB(x).

La fonction y;j est alors elle-méme dérivable sur I comme produit et différence de fonctions qui le
sont. Donc y, est deux fois dérivable sur I et

Veel, y,(x)=A(x)+2B(x)+ 20B ().

Conclusion,

Ve el {y;(ac) = A(z) + 22B(x)
’ yp () = A'(x) + 2B(z) + 22 B' ().

16. Montrons que y, est solution de (G) si et seulement si

Vo eI, Al(z) +22B'(x) = (1‘2 + 1) In(x).

10//22
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Par la question précédente, y, est deux fois

yp solution de (G)

dérivable sur I et 'on a

2z 2 9
& Veel, yy(z)— my;(x) + myp(a:) = (1+2%) In(x)
& Ve el, A(z)+2B(z)+2zB'(z)— 1?_% (A(z) + 2zB(x))
x
+ T2 (zA(z) + (2> = 1) B(z)) = (1 +2?) In(z)
o2 2z ,
& Veel, Alx) 71+x2A(x)+71+x2A(x)+2xB (x)
422 2 (:n2 — 1) 9
+2B(x) — T $2B(x) + WB(&:) = (1+2°) In(z)
2 + 227 — 4a? + 227 — 2
& Veel, A(x)+2zxB'(x)+ 522 B(z) = (14 2?) In(z)
& veel, A(z)+22B'(z)=(1+2°) In(z).

Les simplifications proviennent du fait que
homogéne associée. Conclusion, on a bien

z— x et x— x> —1 sont deux solutions de l’équation

=4

yp solution de (G)

Ve e I,

A'(z) +22B'(z) = (:c2 + 1) In().

17. Déduisons-en A’ et B’. On sait aussi que Vo € I, zA'(x)

la question précédente,

+ (#? — 1) B'(z) = 0. On obtient alors avec

Ve el zA'(z) + (2> —1) B'(z) =0
T )
Al(x ) +2zB' ( ) = (14 2?) In(x)
& Veel xA/ ~ 1) B(2) =0
7 1+x *)In(z) — 22B'(x)
e veel ml—i—:c In(z) — 22?B'(z) + (2* — 1) B'(z) =0
x ?
A’ 1+ac *)In(z) — 22B'(x)
o Vo e I z (142 In(z) = (2 + 1) B'(2)
’ A/(m 1+ac ?)In(z) — 228 (x)
& Veel Bw) = zn(z)
T Al(x) = (1 + 2?) In(x) — 22* In(x)
< Veel Bz) = (@)
" |A(2) = (1 - 2?) In(z)
Conclusion,
o — (1 — 22
vrel, Al(z) = (1 —2?)In(z)
B'(z) = z1n(z)
18. Par la question précédente on a
o) —
veer 4@ =9
B'(z) = f().
Donc par les questions et
Az) = (z-Z)In(z) —2+ % + K
3 (K1, K2) €R?, Vo € 1, () §2(21n(3;))_1)( ) o
B(x) = 1 + KQ
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Puisque y, : & — zA(z) 4+ (2% — 1) B(z), on conclut qu’il existe (K1, K2) € R? tel que pour tout
rxel,

yp(x)—m2<1—g§>ln(a;)—x2+x4+(1—m2)a:2(2h11(1x)_1)+K1x+K2(1—a;2).

12/]22



-
o
e Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 14 décembre 2024

Probléme III - Matrices

Soient
2 1 1 0o -1 -1 1 0 -1
A= -2 0 -1 B = 2 4 3 P=\|-2 1 1
2 1 2 -2 -3 =2 2 -1 0

Enfin, on pose C = A — B.
Partie 1 : Puissances de A, méthode 1

1. Montrons que P est inversible et calculons P~!'. En appliquant I’algorithme de Gauss-Jordan, on a
les calculs suivants :

1 0 -1 1 00
P=1-2 1 1 I3=10 1 0
2 -1 0 0 0 1
L0 = Ly + Lo+ 2Ly L 00
Z\0 Ly« L3 — 2L P W
“\o0 -1 2 A “\-2 0 1
1 0 -1 100
~10 1 -1 L3+ L3+ Ly ~12 1 0
“\o 0 1 “\o0 11
1 00 L ¢ Ly + Ly 111
~[0 10 Lo Lot I ~12 2 1
“\o 01 22T s Z\o0 11
Puisque P > I3, on en déduit que | P est inversible |. De plus,
1 11
Pl=[(2 21
0 1 1
On vérifie toujours son résultat en calculant PP~ ou PP :
1 11 1 0 -1
PlP=(2 21 -2 1 1 |=1I3 OK!
0 1 1 2 -1 0

2. Calculons T'= P~'AP. On a les calculs dans .#3 (R) suivants :

T=P 'AP
2 1 1 1 0 -1
=P ' -2 0 -1 -2 1 1
2 1 2 2 -1 0
11 1 2 0 -1
=12 21 4 1 2
01 1 4 -1 -1
200
=(0 11
00 1
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Conclusion,

3. D’une part, on a

Tr(A)=24+0+2=4.

D’autre part, par la question précédente, on a
Tr(T)=2+1+1=4.

Conclusion, on a

[ Tr(A) = Te (7). |

Ceci est une propriété générale car puisque Tr(UV) = Tr(VU), on a avec U = P et V = TP~ !,

Tr(A) = Tr(PTP™") = Tr(TP~'P) = Tr(T).

. Calculons T2 et T3. On a les égalités matricielles suivantes :

2.0 0 2.0 0 4 0 0
=10 11 01 1)l=(01 2
00 1 00 1 00 1
Puis,

4 0 0 200 8 00
™ =T?T(0 1 01 1]l=(013
0 1 00 1 00 1

Conclusion,
4 0 0 8 00
@=(0 1 2 et T2=(0 1 3
00 1 00 1

. Déterminons pour tout n € N*, T™. Grace a la question précédente, on intuite que pour tout n € N,

2 0 0
T"=| 0 1 n |.Procédons par récurrence. Posons
0 0 1
2" 0 0
VneN, Zn): «T"=(0 1 n|»
0 0 1
Initialisation. Sin =0, on a
2" 0 0 2 0 0
0 1 n)=([010)=L=T1"
0 0 1 0 01

Donc Z(0) est vraie.
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Hérédité. Soit n € N. Montrons que (Z(n) = Z£(n+1)). Supposons Z(n) vraie. Montrons que
P(n + 1) est alors aussi vraie. On a

™ =1"T
2" 0 0 2 00
=0 1 n 011 par hypothese de récurrence
0 0 1 0 01
2n+1 0 0
= 0 1 n+1
0 0 1

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, &(n) est vraie :

271
VneN, T"=

O = O
_ 3 O

0
0

6. Par définition, T = P~'AP. Donc A = PTP~!. Dés lors, par récurrence, on a Vn € N, A" = PT"P~1,
Donc par la question précédente, pour tout n € N,

2" 0 0 1 1 1
A"=P 0 1 n 2 21
0 0 1 01 1
1 0 -1 n on AL
= -2 1 1 2 n4+2 n+1
2 -1 0 0 1 1
2m 2m — 1 2m — 1

= 2-2"tl py3—ontl 49 _ontl
2n+1_2 2n+1_2_n 2n+1_1_n

Conclusion,

2n 2m 1 pAC |
VneN, A"=|2-2"t p43-—27tl p42—ontl
2n+1_2 2n+1_2_n 2n+1_1_n

Partie 2 : Puissances de A, méthode 2

7. Gentille question. On a directement

2 2 2
C=| -4 -4 —4
4 4 4
8. On a
0o -1 -1 2 2 2 4—4 4—4 4—4
BC = 2 4 3 —4 —4 —4)=|4-16+12 4-16+12 4-16+12 | = Os.
-2 -3 -2 4 4 4 —44+12—-8 —4+12—-8 —4+12-18
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De méme,
2 2 2 0o -1 -1
CB=| -4 -4 —4 2 4 3 | =0;s.
4 4 4 -2 -3 =2
Conclusion,
BC =CB = 0s.

Par construction de C, on a A = B + C. Donc pour tout n € N, on a A" = (B + C)". Or par la
question précédente, les matrices B et C commutent. Donc par la formule de binébme de Newton, on

a
n __ = n k m—k
A —E (k)BO .

k=0

Sin > 2, en extrayant les termes de chaque bord, on obtient que

n—1
n
k=1 (k)

Les deux matrices étant commutatives, on peut aussi écrire que

n—1
A”:C”+Z(Z> BC BFlc Rl 4 Bn cark>1letk<n—1
k=1 =03
=C"+ 03+ B" par la question précédente
=B"+C".

On observe que cette formule reste vraie si n = 1 par définition de C. Conclusion,

Vn e N*, A" = B" 4+ O™,

On commence par calculer C? :

2 2 2 2 2 2 4 4 4
C?=| -4 —4 —4 -4 -4 —4)=[-8 -8 -8 | =2C.
4 4 4 4 4 4 8 8 8

Par suite, C3 = C x C? = C x (2C) = 2C? = 2(2C) = 4C. On conjecture alors la formule suivante :
pour tout n € N*, O™ = 2"~1C. Posons pour tout n € N*, Z(n) : « C" = 2"71C ».

Initialisation. Si n = 1, alors 2" 1C = 2°C' = C et donc Z(1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Supposons #(n) vraie. Alors,

crtl = cre =27l par hypothese de récurrence
— 27’1—102
=2 19C par ce qui précede
=2"C.

Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie.

Conclusion,

Vn € N*, cr=2""1c.
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On pose
0o -1 -1 0 0 0
D = 2 3 2 et E=10 1 1
-2 -2 -1 0o -1 -1

11. On procede de la méme fagon, commencons par calculer D?. On a

0o -1 -1 0o -1 -1 0 -1
D=2 3 2 2 3 2 |=(2 3
-2 -2 -1 -2 -2 -1 -2 =2
Donc par récurrence,
Vn € N*, D" =D.
12. A nouveau, on a
0 0 O 0 0 O 0 0
E’=10 1 1 0 1 1 |={00
0 -1 -1 0o -1 -1 00
Donc par récurrence
E in=1
Vn € N*, E" = S
Oz sin>2.
13. Calculons
0o -1 -1 0 0 O 0 -1
D+E=|2 3 2 |+10 1 1 |]=| 2 4
-2 -2 -1 0 -1 -1 -2 =3
Montrons maintenant que D et E commutent. On a
0o -1 -1 0 0 O 0 O
DE=[ 2 3 2 0 1 1 |]=(10 1
-2 -2 -1 0 -1 -1 0 -1
D’autre part,
0 0 O 0o -1 -1 0 O
ED=(0 1 1 2 3 2 ]=10 1
0 -1 -1 -2 -2 -1 0 -1

)

-1

-1

= B.

Donc les matrices D et E commutent : DE = ED. Alors, par la formule du bindome de Newton, on a

Vn € N*,
k=0

Donc pour tout n > 2,

n
n __ n n n—1 n k n—k
B"=D +(1)ED +Z(k> E* D
k=2 =03

= D" +nED" ! + 04

=D+nED d’apres [11.
=D -+nkE.

La formule reste vraie si n = 1. Conclusion,
Vn € N¥, B" =D+ nkE.
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14. Par la question 0] on a

Vn € N*, A" =B"+C"

=B+ 2" 1IC par la question [10/]
=D+nE+2"1C
0o -1 -1 0 O 0 2 2 2
=2 3 2 )+n(0 1 1 |+2"1[ -4 —4 —4
-2 -2 -1 0o -1 -1 4 4 4
2" 2" —1 2n —1

= 2-2"1 p43—2ntl p42_ontl
2n+1_2 2n+1_2_n 2n+1_1_n

On note que la formule reste vraie si n = 0. Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question
6. :

2m 2" —1 2" —1
Vn € N, A" = [ 2—2ntt p 43 —2ntl 42— ontl
2n+1_2 2n+1_2_n 2n+1_1_n

Partie 3 : Exponentielle de matrice

Pour toute matrice M € .45 (R), on pose
LS|

Sp (M) =Y EM’“.
k=0 """

Si chacun des coefficients de la matrice S,, (M) converge lorsque n — +o00, on dit que la suite de matrice
(Sn (M)),,cn converge et on note alors

exp(M)= lim S, (M).

n—-+00

On admet que pour toute matrice M € .#3(R), (S, (M)), oy converge toujours et donc exp (M) existe
bien.
Pour tout z € R, on admet également le résultat suivant :

m S~ L e
Jm D =<
15. Soit M € #5(R). On a

So (M) = %MO =I3.

Puis . .
Sy (M) = aM°+ﬁ1\4213+1\4.
Enfin . . . ,
So (M) = M + 1M + 5, M? = Iy + M + S M.

Conclusion,

So(M)=1I5, S (M)=1I3+M, et SQ(M):13+M+%M2_
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16.

17.
18.

Soient M € .5 (R) et n € N. On suppose que M est symétrique i.e. que MT = M. Alors, par linéarité
de la transposée :

S, (M)T = (kz_% k!M’f) - kz:% H(M’“)T.

. T , .
Or par récurrence, on montre que pour tout k € N, (M k) = (M T)k. Notez que le résultat est vrai
en 0 en particulier car la matrice I3 est symétrique. Alors,

"1
S () =Y (m7)"

n
= Z o (M)F car M est symétrique

Conclusion,

‘si M est symétrique alors S, (M) l'est également.

Cette question n’existe pas.

Par la question 0] on a

Donc pour tout n € N*|

Donc par passage a la limite,
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19. Par la question on a pour tout k € N*, C* = 2=, Ainsi,

Vn € N*,

"1
= I+ 50"
k=1""
n 2k—1
=Lt 5 C
k=1 ’

s (L)e

=L+ -
k=1

Z i 2. Conclusion,
k=0 "

lim

Or d’apres ’énoncé :
n—-+0o

e?—1
2

exp (C) = I3+ C.

20. Pour tout k € N*, on a d’apres la question m B* = D + kE. Donc pour tout n € N*,

"1
Sn(B) =Y EB’“
k=0 "

n n—1
1
Sn (B) =15 + <Zk'—1>D+ (Zk'>E
k=0 k=0
n 1 n—1
Or par I’énoncé, nll)rfoo kz_% i e et ngrfw kz_% i e. Ainsi,

exp(B)=I3+(e—-1)D+ekE.

Or D =B — E donc exp (B) = I3+ (e—1) (B — E) + e E. Conclusion,

‘exp(B):.Tg—i—(e—l)B—i—E.‘

21. Par la question on a exp (A) = exp (B) + exp (C) — I3. Donc par les questions précédentes,

e —1

exp(A) =13+ (e—1)B+E+ I3+ 5
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Conclusion,
e?—1
exp(A) =13+ (e—1)B+ E+ C.
22. Toujours par les questions précédentes, on a
e?—1
exp (B)exp (C) = (Is+ (e—1) B+ E) (Ig + 5 C’)
2 -1 2 -1 2 -1
I+ S 5 Ct(e-1)B+(e-1)" "BorE+S "EC.
Or BC = O3 et
0 0 O 2 2 2 0 00O
EC=10 1 1 -4 —4 —4]=(10 0 0] =0s.
0 -1 -1 4 4 4 000
Ainsi,
e?—1
exp (B)exp (C) = I3 + 5 C+(e—-1)B+E.
Conclusion,
‘exp (B)exp (C) =exp(A). ‘
23. Exprimons exp (A4) en fonction de P, P~! et exp (T). Soit n € N. On a
"1
Sn(A)=>" EA’“
k=0
Or on a vu que pour tout k € N, A¥ = PT*P~!. Donc
1 -1 -1
Sn(A)=>" (HPT P > :P<ZkT )P = PS, (T)P~ .
k=0 k=0
Donc par passage a la limite quand n — +o0,
exp (A) = Pexp (T) P71,
e2 00
24. Montrons que exp(T) = 0 e e |. Soit n € N. On a, par la question [5.
0 0 e
k
nlkn12’foo S0 o1 ok
Sn(T):ZHT ZZE 0 1 k= 0 2R=07% k=0 R
k=0 =0\ 0 0 1 0 0 Yioom

Or pour x = 2, on a

De méme, pour z =1, on a

"1
Jdm D gy =e
De plus,
"k "k n 1
gﬂ_gﬂ_;(/@—w
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Posons k = k — 1, on obtient,

k“gy

S-S

Donc pour z =1,
n

k 1y
LB AL DI

Ainsi,
n 2k
= 0 0
k!
k=0 n 1 n k 62 0 0
Jm S (T)= lm |0 > 5 > g ={0 e e
k=0 k=0 0 0 e
1
0 0 > 4
k=0
Conclusion,
e2 0 0
exp(T)=| 0 e e
0 0 e
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