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Corrigé du Devoir Surveillé 5
Analyse asymptotique, ensembles et
applications, continuité-dérivabilité

Probléme I - Continuité-dérivabilité

Soit f une fonction définie sur Ry et a valeurs dans R. On pose Z(f) l'assertion supposant les cinq points
suivants :

1. f est continue sur R4, 2. f est positive sur Ry,
3. f est non identiquement nulle, 4. f(0) =0,
5. wll}rfoo f(z)=0

Soit F' une primitive de f sur R4 et G une primitive de x — z f(x) sur R;.
Partie 1 : Un exemple

On suppose dans cette partie uniquement que pour tout z € Ry, f(z) =xe ™.

1. Montrons les cing propriétés de Z(f).

T

1 Les fonctions  — x et © +— e~ % sont continues sur R donc sur R, donc par produit, f est

continue sur R;.
2 Pour tout z € Ry, 2 > 0 et e* > 0. Donc par produit, f(z) =xe™* > 0.
3Siz=1,ona f(1)=e ! #0. Donc f est non identiquement nulle sur R .
4 f(0)=0xe0=0.

5 Par croissance comparée, lim f(z)= lim ze * =0.

i
T—r+00 T—r+400

Conclusion,

la fonction f vérifie 2(f).|

2. Soit n € N. Vérifions que f est n-fois dérivable sur Ry et calculons sa dérivée n-iéme. Les fonctions
u:x+—zetov:ax— e ® sont n-fois dérivable sur R;. Donc par produit f est n-fois dérivable sur R
et par la formule de Leibniz, on a

veeRy, fM(z)= i (Z) u® ()R ().

k=0

Or Vo € Ry, u/(z) = 1 et pour tout k > 2, u®)(z) = 0. Donc si n > 1,
veeR,, f[fM(z)= (n)u(x)v(”) (x) + (n) o' (2)v" D (z) + 0.

D’autre part, Vz € Ry, o®)(z) = (=1)"e~%. Do,
VeeRy, fW(z)=(-1)"ze " 4n(-1)"" e =(-1)"e"(x—n).

La formule reste vraie si n = 0. Conclusion, f est n-fois dérivable sur Ry et

Ve e Ry, fM(x)=(-1)"e"(zx—n).

On peut vérifier son résultat pourn =1 : f'(x) = e *—xze ™ = (1—x)e * et (—1)"e ¥ (x—n) =
—e *(z—1)= f'(z) OK!
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3. Montrons que f admet un minimum global et un maximum global sur R et précisons-les. Par la

question précédente, pour n = 1,
VeeRy, flz)=-e"(z—-1)=(1-x)e .

Donc pour # € Ry, ona f/(r) >0 & 1—2 >0« z < 1. De plus, f(1) = e~ L. A l'aide de la
question [1.| on obtient donc le tableau de variation suivant :

x 0 1 +00
f'(z) + 0 -
o1
/ / \
0 0

Ainsi, Yz € Ry, ona f(0) =0 < f(z) < e~ ! = f(1). Conclusion,

f admet 0 pour minimum atteint en 0 et e~ pour maximum atteint en 1.

. Montrons qu’il existe exactement deux valeurs « et 5, a < [ telle que f(a) = f(8) = i. Par la
question précédente, on a

e f est continue sur R,
o [ est strictement croissante sur [0; 1],
e fO)=0<i<l=el=f(l)card>e.

Donc par le théoréme de la bijection,

1
la €]0; 1], f(a):Z.
De la méme fagon puisque f(1) > % > 0= lim f(z). Il existe aussi un unique 8 € |1; +oo[ tel que

T—r+00
f(B) = i. Globalement, on en conclut que

il existe exactement deux valeurs o et 3, a <1 < f telle que f (o) = f(5) = —.

. Montrons que F est 1/ e-lipschitzienne. Par la question [3./on a pour tout z € R,, 0 < f(z) <e et
donc |f(x)| < e”!. Soient (a,b) € Ry, a # b. La fonction F est une primitive de f qui est continue
sur R,. Donc F est €' sur Ry. Donc F est

o continue sur [a;b] (ou [b;al),
o dérivable sur Ja; b] (ou ]b; af).
Donc par le théoréme des accroissements finis,

F(b) — F(a)

dc € ]a; b] C Ry, —

— F/(c) = (o).

Donc 1
[E(b) = F(a)] = [f(e)lb—al < Z[b—al.

Encore vraie si a = b. Conclusion,

1
F' est —-lipschitzienne
e
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6. Déterminons F en fonction de F'(0). La fonction f est continue sur Ry. Donc par le théoréeme fonda-
mental de 'analyse,

VreR,, F(z) :F(O)+/:f(t)dt:F(0)+/oztetdt.

Posons
u(t) =t
vVt e Ry,
: {vm = et
Les fonctions u et v sont €' sur R, et
"t) =1
vVt e Ry, u/( ) .
V() =e".

Donc par le théoréme d’intégration par parties,

(0) + [~te™!]i g — /O et

t=x
t=0

3
2
I
=

=F(0)—ze " +0— [e7']
F

Conclusion,

x — FO)+1—-(x+1)e®

On vérifie son résultat : F(0) = F(0) +1 —e° = F(0) OK! Et,
VieRy, F(z)=-e"+(@x+1)e " =e"
OK!

7. Vérifions que F(z) = F(0)+ o(x). On sait que e = 1 —x 4 o(x). Donc

z—0 T—

F(z)=F0)+1—(z+1)e™®
=, FO) +1-(1+2)1-z+o0())
=, FO)+1-1+z+o(@)-z+o()

Conclusion, on a bien

Partie 2 : Comportement de F' en 0

On reprend f une fonction quelconque vérifiant Z2(f).

On veut démontrer le lemme du cours (primitivation du o) qui affirme que G(z) =, G(0) + o (7).
z—

8. Soit € > 0. Justifions qu’il existe n > 0 tel que pour tout = € [0;7], 0 < f(x) < . La fonction f est
par hypothese continue sur Ry donc en 0. Par définition, pour € > 0, on a

I >0, V0in], —e<f(z)-f(0)<e.

Or f(0) = 0 donc pour tout =z € [0;7n], —¢ < f(x) < €. De plus on sait que f est positive donc
f(z) =0 et donc 0 < f(z) < e. Conclusion,

‘317>O, Vo € [0;7], Oéf(x)gs.‘
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9. Montrons que pour tout x € |0;7], 0 < M < ze. Soit z € ]0;7]. La fonction z — xf(x) est
continue sur Ry comme produit de fonctions qui le sont. La fonction G est une primitive de z — x f(x).
Donc G est ¢! sur R;. Donc

« G est continue sur [0; z]

o G est dérivable sur |0;z[ (car = > 0).

Donc par le théoreéme des accroissements finis,

G(z) — G(0)

dc €]0; 2], por

=G'(c) = cf(c).

Puisque ¢ € ]0;z[ C [0;7] car < 1, on en déduit que 0 < f(c) < e et donc 0 < ¢f(¢) < ce car ¢ > 0.
Puis ¢ < z, on en déduit que 0 < ¢f(c) < ze. Conclusion,

Ve €]0;m], 0<

10. Montrons que G(x) = G(0) + o0 (2?). Par la question précédente,
T—

Ve>0,3n>0, Vrelo;n, 0<

%QG(O) < e. Ceci étant la définition de la limite, on a

et donc —e < -

lim 5
z—0 €T
x>0

Ou encore par définition de la négligeabilité,

Conclusion,

Partie 3 : Lipschitziannité de F

11. Montrons qu’il existe a € Ry et A € R tel que

fla)>0
Va € [A;+oof, 0 < f(z) < L2,

La fonction f n’est pas identiquement nulle sur R;. Donc il existe a € Ry tel que f(a) > 0. Posons
€= @ > (. Puisque lim f(x) =0, par définition,
T—+00

JAeR,, Ve € [A;+o0], —e< f(x)<e
Or f est positive sur Ry, donc 0 < f(z) <e = f(;). Conclusion,

fla) >0
Vi € [A;+oof, 0 < f(z) < L2,

4/
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12. Vérifions que a < A. Procédons par ’absurde. Supposons a > A. Alors par la question précédente,

13.

14.

15.

f(a)éf(;) & 1< car f(a) > 0.

DN |

Ce qui est contradictoire. Conclusion,

La fonction f est continue sur le segment [0; A]. Par le théoréme des bornes atteintes, il existe

a € [0; A] tel que f (o) = M = m[(f)iii] f(z). En particulier pour a € [0; A] (par la question précédente),
ze|0;

on a f(a) < M. De plus par la question m

Vo € [A;+oo[, f(z) < < M.

f(a)<M
2 T2

Ainsi pour tout x € [0;400[, f(x) < M. M est donc un majorant sur Ry tout entier et comme
M = f(a), @ € Ry, on en conclut que

‘M est un maximum de f sur R;. ‘

Montrons que pour tout y € [0; M], il existe z € Ry tel que y = f(x). Soit y € [0; M]. On a 0 = f(0)
et M = f («). Donc

e [ est continue sur [0;a],
« f(0) <y < fla)

Donc par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe x € [0; o] tel que y = f(x). Conclusion,

’VyE [0; M], 3z € [0;a] C Ry, y:f(x).‘

Montrons que F' est M-lipschitzienne sur R;. La fonction f est continue sur Ry donc la fonction F
est €' sur Ry. Soit (z,y) € (Ry)* z#y. Ona

o F est continue sur [z;y] (ou [y; z]),

o F est dérivable sur |z;y[ (ou |y; z[).

Donc par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € |x;y[ (ou Jy; z[) tel que

P)=F() _
P =P = 1),

Par la question précédente 0 < f(c) < M. Donc

’F(y)—F(fv)

g =flel=floo<M = [F(y)—F(z)| < Mly— x|

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

‘F est M-lispchitzienne sur R. ‘
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Probléeme II - Ensembles et applications

Soit E un ensemble. Pour tout (4, B) € & (E)?, on pose
A+B={a+beFE|lacAetbeB}={xe€eFE|3(a,b) e AXB, z=a+b}.

Partie 1 : Considérations ensemblistes

1. On pose A ={0; 1} et B = {1; 4}. Par énumération exhaustive des couples (a,b) € A x B, on obtient
A+B={0+1;0+4;1+1;1+4} ={1;4;2;5}.

Conclusion,

‘A—I—B:{1;2;4;5}.‘

2. Soit A € Z (R), A # (. Montrons que A + R = R. Procédons par double inclusion.
Soit x € A+ R. Alors il existea € Aet y e Rtel quex =a+y. Or A€ Z(R). Donca € ACR et
a € R. Ainsi z = a+y € R, ce qui démontre que
A+RCR.

Réciproquement soit « € R. L’ensemble A est non vide donc da € A. Posons y = = — a. Puisque
a € ACR, alors y € R. Donc

r=_a + y €A+R,
€A cR

ce qui démontre que R C A + R. Conclusion,

3. Soient (A, A',B,B') € 2 (E)* tel que AC A’ et BC B'.

Soit # € A+ B. Alors il existe (a,b) € Ax Btelquexz=a+b.Oraec AC A et b€ B C B'. Donc
z est la somme d’un élément a de A’ et d’un élément b de B’. Donc x € A’ + B’. Conclusion,

[A+Bc A +B.

4. Soient (A, Ay, B) € 2 (E)®. Soit z € (A1 + B)U (A2 4+ B). Alors z € A; + B OU z € Ay + B.

Premier cas, v € A1 + B, alors il existe a1 € Ay et be Btelque x =a; +b. Ora; € A1 C A1 U Ay
donc
Xr = ai

+ b €(A1UA) +B.
c€A1UAs €B

Second cas, r € Ay + B alors de méme il existe as € Ay C A1 U Ay et b € B tel que

r= ag (AlUAg)—I-B.

+. b _€
€A1UAs €B
Dans tous les cas z € (41 U A) + B et donc on a montré que (A; + B) U (As + B) C (A1 U As) + B.

Réciproquement, soit z € (A3 U Ag) + B. Alors il existe a € A; U Ay et b € B tel que z = a + b.
Puisque a € A1 U Ay, alors a € A; OU a € As.

Premier cas, a € Ay, alorsz=_a +_ b € A1+ B C (A1 + B)U (A2 + B). Donc
€A1 €B

r€(A1+B)U(A2+ B).

/o1
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Second cas, a € Ay, alors de méme z = _a + b € Ay+ B C (A1 + B)U (A2 + B). Donc
€Az €B

S (A1+B)U(A2+B)
Ainsi, on a également (A U Ay) + B C (A1 + B)U (A2 + B).

Conclusion,

[(A1+ B)U (A + B) = (A1 U Ay) + B.|

Partie 2 : Une application dans A + B
On fixe dans cette partie £ = R et on pose
A=7 o B:ﬂZ:{\@qeR‘qu}.
Enfin on définit une application f sur I’ensemble produit A x B par
f : AxB—>A+B
(p,u) — p+u.

5. On a
1= 1 +vV2x0e€A+B

€Z=A G\/EZZB

Donc on a bien |1 € A+ B|. De méme, on remarque que en prenant p=1¢€ A et u=0=0v2 € B,

alors
fpuw)=p+u=1+0=1

Donc 1 est 'image par f d’un élément de A x B. Conclusion,

1€ f(AxB).|

6. Soit y € A+ B. Alors il existe p € A et u € B tel que y = p + u. Donc
y=[f(pu) e f(AxB).

Donc tout élément de A + B admet un antécédent par f dans A x B. Donc ‘ f est surjective |.

7. Soient (p,p’) € A% et (u,u’) € B? tels que

fpou)=f (0 ).
Puisque u € v/27Z, alors il existe ¢ € Z tel que u = v/2¢ et de méme, il existe ¢’ € Z tel que v/ = V2¢'.
Alors
fp,u)=f () =  ptru=p +u
=  p+V2q=p +V2
=  p—p=V2(d-q).

Supposons ¢’ # q. Alors /2 = ’; ,__p;. Alors v/2 est le quotient de deux entiers et est donc rationnel ce

qui est absurde. Donc ¢/ = ¢ puis p — p’ = v2 x 0 = 0. D’ou
p=7p ET q:q'iu:\@q:\/iq':u'.

Conclusion,
(p,u) = (p',u').

Ceci démontre que ’ f est injective ‘

72



Mathématiques PTSI, DS5 Cor Mercredi 29 Janvier

8. L’application ‘ f étant injective et surjective est par définition bijective ‘

9. Soient (p,u) € A x B et (p/,u') € Ax B. On a alors l'existence de (¢,q') € Z? tel que u = /2q et

u' = /2¢. Ainsi,

f(pou) x f () = (p+u) (0 + o) = (p+ v24) (0 + V20') = pp’ + 204 + V2 (pd + Pq)
—— —_———

c€Z=A cZ
—_——

€V2Z=B

On en déduit que

f(p,u) xf(p’,u’) € A+ B|

De plus,
fpu)x f(p ') =f (pp’ +2qq¢"; V2 (pd +p’q)) -

Posons ’P:pp/+2qq"et U:\/i(pq’—i—p’q) . Alorson abien Pe Z =Aet U € V27 € B et
f(pau) X f(p/au/) :f(PaU)
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Probleme IITI - Analyse asymptotique

Soit f la fonction définie sur R* par

R* = .
On note € la courbe représentative de f.
Partie 1 : Régularité et DL; (0) par deux méthodes

1. Déterminons un équivalent simple de f en 0. On sait que e* = 1+ z+ o(z) donc e* —1 ~o T Par
T T—

quotient, on obtient,

Conclusion,

x#0

2. Montrons que f est prolongeable par continuité. On appelle encore f la nouvelle fonction prolongée
par continuité. Précisons alors f(0). On a par la question précédente,

:}cli%f(x) =1.

#£0

Conclusion,

la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1. ‘

3. Montrons que

x 1'2

f(x)xiol_§+ﬁ+o($3)'

On sait quee$:1+x+%2+%3+§+o(:c4).Donc

flo) = - .

x) = =

e —1a-0 14+ Z + 2 + 2 4 o(2t) - 1
B x
SRR S T R
. 1
190 ] 4 242 4 2y o (a3)

Posons u(z) = £—1—3’3—2—1—1—34—0(#’)—>0 On a

v502 6 T2 oY

o u(z) — 0.

x—0
e Puis
2 3 2 3

R 3 r, o T 3
u(z) a;o<2Jr g Tagtol )> <2+ g Taatol ))

P —

+2 4o (2?)

+o (z%)

2 3
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o Enfin,

Ainsi,

x—0
xS
u@)’ 5,5 +o)
$3
o (u(z)®) =0 (§ +o (1U3)> w0 ? («%)
1
1@ o T uim)
=, 1-u(@)+ u(z)? — u(z)® + o (u(z)?)
SolmE 7% h o)
v 42 (o)
—% +o0 (a;3)
+o (x3)

_ 1 _T x 3
ol g g Tel).

Encore vrai si x = 0. Conclusion, on obtient bien que

x .7)2

f($)xfol_§+ﬁ+o($3)‘

4. Par la question précédente, on en déduit que f admet un développement limité a 'ordre 1 en 0 (donné
par f(x) =, 1 -3 +o(x)). Donc
T—

Cependant, rien ne nous garantit a priori que f est €' ni méme a fortiori € en 0.

‘la fonction f est dérivable en 0.

5. Précisons I’équation de la tangente a ¢y en 0 et donnons également la position de cette tangente par
rapport a ¢y au voisinage de 0. Par la question [3.[on a

2
— 2
J@) Syt =gt tele).

Donc la courbe ¢y admet une tangente en 0 d’équation

De plus,

et pour tout z € R

Conclusion,

X
~1-Z
Y 2

2

fo-(1-3) % i

> 0. Or deux équivalents ont le méme signe au voisinage du point considéré.

au voisinage de 0, la courbe ¢ est au-dessus de sa tangente en 0.

10/]21]
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6. La fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur

ne s’annule pas. De plus,

. e —1—ze* (1—2x)e"—1
Ve e R ) f/(l') = (e$ _1)2 = (ew _1>2

Conclusion,

(1—-z)e”—1

Ve R*, f'(z) = E

7. Montrons que f est €' en 0. On a

(1—x)e$—1xio(1—x) <1+x+$22+0(x2)>—1

2
:Ol—i-x—{—%—I—o(a:Q)—x—:vz—i—o(xQ)—1

T—r

2
x
= —?—}—0(332)

z—0

Ainsi, (1 —z)e® -1 ~ —%2. D’autre part, e —1 ~ z. Donc par élévation au carré (e* —1)?

z—0 z—0
Par quotient et la question précédente,

2

f(z) = (1—z)e”—1 N -5 _ 1
- 2 2~ 9
(e* —1) 299 @ 2
Ainsi,
1
. ! _
lim, () = =3
z#0

Rédaction 1. On a donc

e f est continue sur R par la question
o f est dérivable sur R*
o lim f'(z) existe et vaut —1/2.

z—0

x#0

Conclusion, par le théoréme de prolongement %!,

la fonction f est €' en 0 et f'(0) = —

1
5"

~ 112.

z—0

Rédaction 2. Par la question |3.| f(x) =, 1 —§ +o(x). Donc la fonction f est dérivable en 0 et de
T—

1
plus f/(0) = —1. De plus, lin% f(z) = 5= £'(0). Donc la fonction f’ est continue en 0. Conclusion,
720
. . ) 1
la fonction f est € en 0 et f'(0) = —3
8. Déterminons un développement limité a l’ordre 2 en 0 de f’. On a
2 3 4
v _ rr T 4
f =t o+ +24+0(x ) -

11/21
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Donc

$2 3 $4 >
i T __ — i J— J— J— 4 i
(1-xz)e 1x_>0(1 :17)(14—90—1—2—1-64-244-0(95) 1

z—0 ) 3 N 4
—r—a?— % — L +o(a?)
-1
2 g8 4 A
xio_?_?_g—f_o(x)
D’autre part,
) 22 3 2 3
(e —1) o <x+2+6+0(x3)> <x+++0(w3))
S 4T el
e +%i +o (%)
+Z 4o (a?)
+o ()
4
=2+t 3 + o (z*)
D’ou,
2 3
f/(CC) — _%_%_m +O(ﬂf4)
220 32 4 g3 + T 4 o (24)
_ Thof- S o)
250 147+ I 4 o(22)
2
Posons u(z) ot T +0(2?). Ona
o u(x) = 0.
e De plus,
u(z)? = z® + o (z°)
e Enfin,
2y _ 2 21\ _ 2
o (u(z) )x:) o(z° +o(z%)) = o (z%)
Or p%u = 1 —u+u?+o(u?). Ainsi,
u

fl(z) = (_1_x_x2+0(x2)> (1—x—7x2+0(x2)+x2+0(a:2)+0(x2)>

z—0 2 3 8 12
B 1z 2? 2>< 52 2)
(g5 (et g o)
L4 - o)
S
—-%  to(2?)
+o (a?)
_ 1 2
$—>07§+6+0($)

12/21



e
B e
e s e Mathématiques PTSI, DS5 Cor Mercredi 29 Janvier
Conclusion,
1 =z
/ _ = d 2
f(‘r)x:o 2+6+0(x )

Ce qui est cohérent avec le DL de f qui lorsqu’on le dérive on obtient bien celui de f’.

9. Redémontrons le résultat de la question [3.|La fonction f est une primitive de f’ sur R, et par la ques-

10.

tion précédente, f’(x) = —% +5+o (a;2) Donc par le théoréme de primitivation du développement
T—r
limité,
2
_ _r. T 3
Or par la question [2.| f(0) = 1. Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question

2
_ ot 3
J@) St =gt teld)

Calculons le développement limité a 'ordre 2 en In (3) de f. Pour z € R4, posons h = 2 — In(3) i.e.
x = In(3) + h. Des lors,

f(x) = f(In(3) +h)
_ In(3)+nh
T eln(3)+h 1
In(3) + h
T 3eh 1
B In(3) +h
>0 3 (1+h+% +o(h?)) -1
B In(3) + h
h=0 2 4 3h + 382 4 o (h2)

= % (In(3) + h)

1
143 4 32 4 5 (h2)

Posons u(h) o % + % +0(h*).On a

e De plus,
9h?
2 _ 2
u(h) o 4 + o (h?).
o Enfin,
0 (u(h)2) = o0 <9h2 +o (h2)> = o0 (h2)
h—0 4 h—0 '
Puisque p%u = l—u+u?+o (u2), on obtient donc
u—
1 3h  3h? o 9R? 5 5
p) = 5@ en (1= o) o) 10 (12))
1 3h  3h? 5 >
h:>05(1n(3)+h) <1—2+2+0(h )
1 3In(3),  3In(3),, 5 3h? 5 >
= _— 1 —_ —_——
h_)()z(n(?)) 5 ht 5 o(h) +h——-+o(h)
~ In(3)  2-3In(3) 3(In(3) —1) 4 9
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Conclusion,
~ In(3)  2-3In(3) 3(In(3) — 1) 2 9
J@) s 5t @) - == (@~ n@3))* +o (- n(3)?).

On remarque par ce qui précéde que

In(3)  In(3) In(3)

f(In(3)) = em® -1 3-1 2

et
) (1-1n(3))e™® -1 3(1-In(3)) -1 2—3In(3)
f (1H<3)) = (eln(3) _1)2 = 4 = A s

ce qui est bien cohérent avec les deux premiers termes du DL !

Partie 2 : DL,(0)

On souhaite améliorer le développement limité de f et I'obtenir a 'ordre 4. On admet que f posséde un
développement limité a ’ordre 4 en 0 donné par

2
X
f(x)x:01_5+ﬁ+a4x +0( )

On admet également que f’ admet un développement limité a I’ordre 3 en 0.

11. Calculons le développement limité de = — e f(x) en 0 & l'ordre 4. On sait que e* = 1+2+ ‘%2 +
z—
‘%? + % +o0 (m4). Donc

e’ f(z) = <1~|—33+a:2+x3—|-+0 )) (1——+—+a4x +o(x ))
x—0 2 6
=1 -3 —l—% +agzt +o (z*)
tr - 4o +o (z*)
z2 3 x4 4
‘f‘j —g ‘f‘% -I-O(CL‘)
2z 4
+% 17 +0(m4)
+57 0(33 )
+o (2*)
2

20 1+2+ﬁ+a4x o).

Conclusion,

2
r  x
ewf(a:)xio1—|—§+E—|—a4x4—|—0(:€4).

12. Calculons le développement limité de f’ en 0 & I'ordre 3 en fonction de 4. On sait par hypothése

que f’ admet un développement limité a I'ordre 3 en 0. Soit (bg, b1, ba, b3) € R* les coefficients de ce
développement limité :

f'(z) = bo + biz + baz? + bsz + 0 (x?’) .

La fonction f est une primitive de f’ sur R. Donc par le théoréme de primitivation du développement
limité,

22 3 o A
f(z) = f<0)+b0$+b17+b27+b32+0($ ) -

z—0 2 3
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Or par hypothese,

2
flx) = 1—g+x—+a4x4—|—o(:p4).

:c:>0

Donc par unicité du développement limité,

=

Il
|~
o

[\

A S S
|
L O

,
Il
N

Conclusion,

(f(0) =1 0K

12

b= —1
b=t
by =0
bs = 4ay.

1
2

F@) = 5+

+ 4a4x3 +o0 (acg) .

Ce qui est cohérent avec la question 8]

13. Calculons le développement limité de = — (e”

ef—l=z+ %2 + %3 + ’2”—1 +o0 (174). Donc par la question précédente,

2 3 4
r ) = (o T T o)) (2T daga?
(" —1) f(z) =, <x+ stgtatol )>< p tg Thmr o
_ =z x2 4 4
=,7 5 ) +azz* +o (x4)
- +§ “+o0 (.’L’ )
3 74 4
12 +% o0 (33‘4)
- to(a?)
+0 (:c4)
x  x2 < 1 1 >
S0 3 13 T\t 3T T i) ¢ Te@)

T 2

1
- —_— 4 - 4 4
50 2 12+<"’4+z),><4><12>"j +o (a7

T $2

1
= —*—*+<4a4+m)w4+0(:ﬂ4).

z—0 2 12

Conclusion,

- f@) = 5

x—0

2

12

r LY 4 4
2 +<4a4+144>x o(@).

14. Simplifions pour tout =z € R, A(z) = e” f(z) + (e*

de f et la question [6]on a

—1) f'(z) en 0 & Vordre 4 en fonction de as. On a

(@)

—1) f'(z). Soit = € R. Si x # 0, on a par définition

T 1—x)e” -1
A(z) =e” | + (e —1) ( (em>1)2
ozt (1—x)e” 1
N e? —1
et —1
et —1
=1.

Siz =0, onavuque f(0)=1et f/(0) = —31. Donc

A(0) = £(0) +0 x f'(0) = 1.
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Donc la formule reste vraie en 0. Conclusion,

Vo eR, A()=1]

15. Concluons en donnant la valeur de a4. Par les questions précédentes,
1=A(z) =e" f(z) + (" —1) f(x)

2 2
Tz 4 Nn T T ( 1> 4 4
= 1+ += - - =+ (das+ —
Soltgt g tas + o (z*) 5~ 15 T \daat g z* + o (2

_ 1 4 4
z:>01+<5a4+12><12)x +o(z7)

_ 1 4 4
x%01+<5a4+m>x +0($)

Par unicité du développement limité,

1=1O0K! - 1
ay = ———.
Sas— 157 =0 4T 720
Conclusion,
B 1
)

Partie 3 : Une formule de récurrence pour 1’ordre n

On admet dans cette partie que f est de classe € sur R. Soit n € N, n > 2. On pose également

R —- R
. x ch(zx) . 0
h: o { sh(x) SLx 7&

1 six=0.

16. Justifions que f admet un développement limité & l'ordre n en 0 et précisons pour tout k € [0;n] ag
en fonction de f (k)(()). Petite question gentille. On sait que f est €°° sur R donc f est €™ en 0. Donc
par la formule de Taylor-Young,

‘ f admet un développement limité a ’ordre n en 0. ‘

De plus,
n k)
16) 5, 2L w0t
k=0
Donc si on le note
f(z) 0 ap+ a1z + -+ apz” +o(a"), (ag,a1,...,an) € RnJrl’
X

par unicité du développement limité, on a pour tout k € N,

FM(0)

VEEN, ap="—y

17. Montrons que h est € sur R.
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o Les fonctions sh et 2 + zch(z) sont ¢! sur R et sh ne s’annule pas sur R*. Donc la fonction h
est €' sur R* en tant que quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne s’annule

pas.
e On sait que ch(z) ~ 1etsh(z) ~ x. On observe donc que
z—0 z—0
h(xz) ~ o1
z—0 T
x#0

Donc
lim h(z) = 1 = h(0).

z—0
x#0
Ainsi, h est continue en 0 et donc h est continue sur R.

e Pour tout x € R*, on a

(ch(zx) + 2 sh(x))sh(z) — x ch?(x)

W) = sh?(x)
_ ch(z) sh(z) + = (sh?(z) — ch?(z))
sh?(x)
ch(z)sh(z) — x

sh?(x)
On a

e = (145 o2 2 _
ch(x) sh(z) v = 1+2+0(:r) (z+0(z)) —a

:Ox+o(x2)+o(a;2)—a:

z—
_ 2
2—0 ¢ (J? ) '
De plus, sh(x) ~o T donc sh?(z) ~ z2 ou encore sh?(x) = 2? + o (2?). Par suite,
T— r— T—>
2
1
h/(x) _ 0 (:L' ) — 0( ) — 0

=0 2 + o0 (3:2) z—0 1 + 0(1) T—400
D’ot lim //(z) existe et vaut 0.
z—0
z#0
Pour résumer, la fonction h est continue sur R, € sur R* et lin% h'(z) existe dans R. Conclusion, par
220
le théoreme de prolongement €, h est €' en 0 et donc

h est €' sur R. ‘

18. Déterminons un développement limité a 'ordre 3 en 0 de h. On sait que ch(x) 0 1+ —9322 + o0 (x3)
g
donc
a’ 4
== — .
x ch(z) Ox—i— +0(37)

z— 2

De plus, sh(x) = rt %3 + 0 (z*). Donc pour z # 0,

T—r

b 9:—}-%—1—0@4) 1+§+0(x3)
z) = 3 = .
a0 g 4 2o (1) 220 14 2 4 o (23)

Posons u(x) = %2 + 0 (2?) = 0. Alors,
T— T—r+00
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e ON a ) 2
u(z)? = <6 +o (a:3)> (6 +o (x3)> =0 (1:3)
e puis, ,
o(u@?) = 0(o(t") = 0(a")
OrH%u = 17u+u2+0(u2).D0nc

h(z) z—0 1+ u(x)
(145 ) (1o 1)
= —i-?—i-o(x) —€+0(aﬁ)+0(x)+o(a;)
2 2

_ 1 _T 3y . ¥ 3

Sl o)+ 5 +o()

=1+£2+0(x3)

z—0 3 '

Encore vrai si = 0. Conclusion,

h(x) o 1+ % +o(x3).

19. Montrons que pour tout € R, h(x) = f (2z) + x. En déduisons-en que h est € sur R. Soit z € R*.
On a

h(z) =

Siz =0,onavuqueh(0) =1etz+ f(22) = 0+ f(0) = 1, donc la formule reste vraie en 0.
Conclusion,

‘V.%GR, h(z) :f(2x)—|—x.‘

La fonction f est d’apres ’énoncé €*° sur R. Les fonctions x — 2x et x — z le sont aussi donc par
composée et somme,

‘la fonction h est €°° sur R. ‘

20. A laide des deux questions précédentes, retrouvons le résultat de la question [3] Par la question [I6]
ona :
f@) = ao+ a1z + aza® + azz® + o (2%) .

z—0
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21.

22.

Donc par la question précédente, et puisque 2x T 0, on obtient,
T—r+00

h(z) = f(2z) + x
= ag+2a1x + daga? + 8a3x3 +o0 (xS) +x

z—0

= ap+ (2a1+1)z+ 4agz? + 8azx® + o (mg) .
z—0

Or par la question h(x) = 1+ % +o (x3) Donc par unicité du développement limité,
x—

a():l ag 1
201 +1=0 alz—%
1 = 1
4(1225 (IQZE
8a3:0 a3:0.

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question

2

xr X
@) 5,15+ g o).

Précisons le développement limité & l’ordre n en 0 de h en fonction des ax, k € [2;n]. On a f(z) =
z—

n
Z arz® + o (z"). Puisque 2z — 0, on obtient par la questionH
T—r
k=0

n
hz) = f(2z) + & =ao+ (1+2a1) x + Y 2 ara’ + o (a") car n = 2.
k=2

Par la question précédente,

h(z) =, 1+ (1 +2 (—;)) x + i 2P apak +o(2").

d
k=2

Conclusion le développement limité a ’ordre n en 0 de h est donné par

h(x) o 1+ 2k a4 o (2™).

H
v k=2

Montrons que pour tout p > 1, agpy1 = 0. Le domaine de définition de h est R et donc centré en 0.
De plus, pour tout z € R*,

h(—z) = —zch(—x) _ —x ch(x) _ x ch(z)

sh (—x) —sh(z) sh(z)

= h(z).

De méme si z = 0, h (—0) = 1 = h(0). Donc pour tout € R, h(—z) = h(x). Ainsi, la fonction h
est paire. Donc par propriété, son développement limité n’admet que des puissances paires. Par la
question précédente, on obtient donc, pour tout k € [2;n], k impair :

2kak =0 ~ ar = 0.

Ceci étant vrai pour n > 2, quelconque, on en conclut que

‘VP > 1, agpi1= 0-‘
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On pose pour tout z € R, u(z) = e* —1.

23. Calculons la dérivée n + 1-itme de g : z — u(x)f(z) en tout point z € R en fonction des f*)(x) pour
k € [2;n+ 1]. On sait que f est €°° sur R. De méme u est € sur R. Par produit, g est € sur R.
De plus par la formule de Leibniz, pour tout = € R,

) =5 (” . 1) 7O @)1 ),

k=0

Conclusion,

24. Déduisons-en que

ag
PR < S
i (n+1—k)!

On sait que pour tout = € R*,

9(x) = u(z)f(z) = (" -1) f(z) =,
et g(0) =u(0)f(0) = (1 —1) x 1 =0. Donc la formule reste vraie en 0. Ainsi,

VreR, g(x)=u.
Donc pour tout n > 1, g+ (z) = 0. Par la question précédente, pour n > 1 et z € R,
" 1
0= ("7 )rP@ e+ @) (e 1),
o\ K

En particulier, pour x = 0,

0=> (” . 1)}“(’“)(0)

k=0

Or on a vu que Vk € [0;n], ap = % donc f*)(0) = klay. Ainsi,

" (n+1)!

=kl (n+1—k)!
_ (n+1)!§%m
- (n—l—l)!ﬁ +(n+1)!:§::(n+cik_k)!
— (n+ Dlap + (n+ 1)!:ZQM.
Conclusion,
n—1
R T
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25. Retrouvons alors le résultat de la question Par la question ag=1,a1 = —%, ag = % et ag = 0.
Ainsi, par la question précédente,

3
ag
““:_E:@—kﬂ

(i s )
a 12 2%x24  12x6
(1

1 1 n 1 )
12 4x12 12x6

B ( 1 —3+2>
o 12 x 10 122

12 - 10

144 x 10
1

T 72x 10
1

7207

Hourra! Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question

1

as = —%

FIN DU CORRIGE
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