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Corrigé du Devoir Surveillé 6
Suites, polynomes, espaces vectoriels

Probléme I - Suites

Soit f : x +— x — In(x).
Partie 1 : Etude de f

1. Donnons le tableau de variation complet de f. La fonction f est définie, continue et méme dérivable
sur ]0; +o00[ comme différence de fonctions qui le sont. De plus,

1 r—1
x x

Vz € ]0; 4o00[, fl(z)=1-

Donc pour z € ]0;4o00f, f'(x) >0 < x> 1let f/(x) <0 < 2z < 1. La fonction f est donc
strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement croissante sur [1;+oo[. De plus,

et

1
lim f(z)= lim =z (1 — n(m)) = 400 par croissance comparée
Tr——+00 r— 400 T
Conclusion,
x 0 1 +00
+00 400
1

2. Vérifions que f ([1;2]) C [1;2]. On sait que f est continue sur [1;2] et strictement croissante sur [1;2].
Donc par le théoreme de la bijection, f([1;2]) = [f(1); f(2)]. Or f(1) =1 et f(2) =2 —1n(2) < 2.
Donc

f([52])) = [1;2 = In(2)] C [1;2].

Conclusion,

F(52) 152

3. Montrons que f est %—lipschitzienne sur [1;2]. Par la question |1.{ pour tout z € [1;2], f'(z) =1 — %

Or pour tout z € [1;2],

1<z<2 & lélél
2 T
1 1
& 1< ——<—=
T 2
1
& ng’(a;)gi.
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Ainsi,

N |

vz e [1;2], [f(2)| <

Soit (x,y) € [1;2], x # y. La fonction f est continue sur [x;y] ou [y; x] et dérivable sur |z;y[ ou |y; x[.
Donc par le théoréme des accroissements finis,

f(x) = fy)

U C)

e € Jsyl,
Puisque ¢ € Jz;y[ C [1;2], on obtient que

£~ F)l = £ le — vl < 5 le—ol,

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

1
la fonction f est §—lipschitzienne.

4. Montrons que pour tout n € N, n > 2, il existe un unique réel z,, € ]0; 1] et un unique réel y,, € |1; +00]
tels que f (5,) = f (yn) = n.
Soit n € N, n > 2. Par la question [1.|la fonction f est continue et strictement décroissante sur |0;1].

De plus, comme n > 2,
f(1)=1<n < +oo = lim f(x).

x—0
x>0

Donc par le théoréme de la bijection,

Az, €]0;1], n=f(x,).

De méme, la fonction f est continue sur |1;+oo], strictement croissante sur |1;+oo[ et f(1) =1 <
n < limy—+o00f(x). Donc par le théoréeme de convergence monotone,

Hyn € ]15+00[, n=f(yn).

Conclusion,

VneNn>2 I (x,,y,) €]0;1] x ]1;400[, f(xn) = f(yn) = n‘

Partie 2 : Une premiére suite implicite

5. Soit n € N, n > 2. Comparons f (z,) et f(zn+1) et montrons que la suite (2,),,, est strictement
monotone.

Ona f(zn) =net f(zpy1) =n+ 1. Donc

(Y1 =2, f(wn) < f(@ns1) ]

Or la fonction f est strictement décroissante sur |0; 1[ et par définition, =, € ]0;1[ et x,41 € |0;1].
D’ou,
Yn>2, xp,>Tp

Conclusion,

la suite (2n),,, est strictement décroissante.
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10.

Justifions que (xy),,-, converge.

Par la question précédente, (l’n)n22 est strictement décroissante. De plus, par construction, pour tout
n =2, x, >0 donc (x,),~, est minorée. Conclusion, par le théoréme de convergence monotone,
=

la suite (z,,),,-, converge.

On note ¢ sa limite.

Déterminer ¢. Puisque pour tout n > 2, 0 < z, < 1, on en déduit que ¢ € [0;1]. Supposons ¢ # 0 i.e.
¢ € ]0;1]. Comme pour tout n > 2,

n=f(x),

Par continuité de la fonction f sur ]0; 1] et la caractérisation séquentielle de la continuité, on en déduit
que
+oo= lim n= lim f(x,)=f()€eR.

T—-+00 T—+00

Contradiction. Conclusion,
{=0.

Montrons que pour tout n > 2, x,, = e "%, Par définition, on a

f(zn)=n & Tp —In(z,) =n
& In(xz,) =2, —n
& Ty =TT = T

Conclusion,

Montrons que z, e e " 4o (e"™). Par la question précédente, pour tout n > 2, x, = e """, De

plus, par la question lim z, =¢=0. Donc z, = o(1). Ainsi,
n o

n—-+oo
Ty = e tIn efn+o(1)
n——+0o
— eo(l)
n—-+o0o
—-n
= e "(1+o0(1
= e (1+o(1)
_ -n -n
= e "+o (e )
n—-+0o
Conclusion,
—n i 1
x = e "tole .
" n—-+00 ( )
—3n . —
Montrons que x, = e "o —|—3QT + o0 (6_3"). Par la question E T, = e " Donc en
n (0.9]

réinjectant ’expression obtenue a la question précédente, on obtient que

T, = efnJre_” +o(e_”)
n—-+o0o

_ e ee*” +o(e*”)
n—-+00 '

Posonsu = e ™+o(e”™) 0 , alors,
n—+o0o n—+o0o

o(u) = o(e"+o(e™) = o(e™).

n—+00 n—+o00
2
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Or e = 1+ u+o(u). Donc
- - - - - -2 -2
Tn n_}erooe " (1+e " +o (e ”) +o(e ”)) n_>z+ooe "t+e ”+o(e ”)
On réitere alors la méthode :

_ _ —n —2n —2n
Ty =€ n+xp - ¢ nt+e” " +e +o(e )
n——+0o0o

— —2 -2
— e el e +0(e ”) )
n—-+o0o

Posons u = e " +e 2" 4o (6_2”). On observe alors les points suivants :

e u — 0.
n—+oo
e De plus,
U2 nﬁioo (efn +ef2n +o (672n)) (efn _i_eon Jo (ef2n))
n_>:_~_oo e—2n +o (e—Qn)
o Et donc,
) (u2) T © (6_2” ) (6_2”)) e © (6_2”) .
Or e = 1+u+ “—22 + o0 (ug) Ainsi,
U
T, =€ "e¥
—-n —-n —2n —2n e—2n —2n —2n
Loe e e o () + = Fo(e) Fo(e)
P T _
nH:JrOO e n 2n+ 5 —|—0(e 3n)
Conclusion,
-n —2n 3 ef?m —3n
xnn—>:+ooe +e + 5 —|—0(e )

Partie 3 : Une seconde suite implicite

11. Montrons que la suite (yn)n>2 est strictement croissante. Appliquons le méme méthode qu’a la question
Pour tout n > 2,

flyn) =n<n+1=f(yns1).

Or par la question [1|la fonction f est strictement croissante sur |1;+o0c[ et par définition de (yn),,~o,
pour tout n > 2, y,, € |1; 400 et donc yp,4+1 € |1; +00|. Ainsi,

Yn < Yn+1-

Conclusion,

la suite (yn),,, est strictement croissante.

12. Montrons que liril Yn = +00. Par la question précédente et le théoréme de convergence monotone,
n—-+0oo

on en déduit que seul deux cas sont possibles :

o ou la suite (yn),~o converge vers un réel y € R fixé,

o ou la suite (yn),»o diverge vers +oo.
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13.

14.

Supposons que (yn)n>2 converge vers un réel y € R fixé. Puisque pour tout n > 2, y, > 1, alors par
passage a la limite, y > 1. On sait que pour tout n > 2,

n=f(Yn) =Yn —In(yn).
Des lors, par passage a la limite, la continuité de f et la caractérisation séquentielle de la continuité,
+oo = f(y) =y —In(y) €R.

Contradiction. Conclusion,

lim y, = +oc.
n——+00

Montrons que pour tout z € |0; +oo[, In (2z) < . Posons ¢ : x +— = —1In (2x). La fonction g est définie
et méme dérivable sur ]0; +-o00[ et pour tout z € ]0; 4o00],
1 z-1

/
:1——:
g'(z) . .

Ainsi, de fagon similaire a la question [1.|on obtient

1—1n(2)

Or 2 < edoncIn(2) <1 et donc1—1In(2) > 0. D’ou pour tout z € ]0; +o0[, g(z) > 1 —1n(2) > 0.
Conclusion,

‘V:r €10;+o00[, In(22)< x‘

Montrons que pour tout n > 2, n < y, < 2n. Soit n > 2. On observe que
f(n)=n—1In(n) <n car n > 1 et donc In(n) > 0.

Or f (yn) =n donc f(n) < f (yn). De plus, n € |1;4+00[, yn € ]1; +00[ et la fonction f est strictement
croissante sur |1; 4oo[. Ainsi,
n < Yn.

De méme, on a
f(2n)=2n—1In(2n).

Or par la question précédente, In (2n) < n donc

J(@n)>2m—n=n=[(y).

De plus, 2n € |1;400[ et y, € ]1; 400 donc par la stricte croissance de f sur |1;+o0[, on en déduit
que
2n > yp.

Conclusion,

‘Vn>2, n < yYnp < 2n.
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15. Déterminons un équivalent simple de y, quand n — +o0o. On a par définition,

16.

n=f(yn) = Yn —In(yn).

Oronavuquey, — +oo.Orln(u) < wudonc
n—-+oo u——+00

ln(yn) < Yn-

U—+00
D’ou
n=yn,—In (yn) n;ioo Yn-
Conclusion,
yn n%ioo .
_ In(n) In(n) . . o
Montrons que y;, e n+In(n)+=~+o (—n ) Par la question précédente, on a y, T n+o(n).
Or
n:yn_ln(yn) < yn:n"‘ln(yn)-
Donc
Yn = n+In(n+o(n))

= n+In(n)+In(l+o0(1))

n—-+4o0o

= n+ln(n)+o(1).

n—-+4o0o

Puis on réinjecte dans I'expression du début,
yn=n+In(y,) = n+In(n+In(n)+o(1))
n——+00

In(n)
n—+oo
In(n)

_ 1
Posons u nten W +o0 (n) Alors,

e u — 0,
n—-+400o

e de plus,

o, o (e () e

Orln(l14+u) = u+o(u). Dou,

= n—l—ln(n)—l—ln(l—l—T—i—o

u—0
1 1 1
Yn = n+lIn(n)+ a(n) +o () + ( a(n)
n——+00 n n
Conclusion,
1
Yyn = n+In(n)+ n(n) +0( n(n)>
n—-+00 n n

()
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Partie 4 : Une suite récurrente
On fixe ug = % et pour tout n € N, on pose up+1 = f (up).
17. Montrons que pour tout n € N, u,, existe et u, € [1;2]. Procédons par récurrence. Posons pour tout
n €N, Z(n): « u, existe et u, € [1;2] »
Initialisation. Sin = 0, alors ug = 3 donc g existe et ug € [1;2] donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que &(n) = Z(n + 1). Supposons (n) vrale, u, existe et
un, € [1;2] et montrons Z(n + 1). Puisque w,, existe, u, € [1;2] et que f est définie sur [1;2],
alors up+1 = f(uy) existe. De plus, par la question [2.| f ([1;2]) C [1;2]. Comme u, € [1;2], alors
Unt+1 = f (un) € f([1;2]) C [1;2]. Donc Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

la suite (un), oy est bien définie et Vn € N, u,, € [1;2].

18. La convergence étant tres rapide, il n’est pas facile de visualiser beaucoup de termes. Voici au moins
pour les deux premiers :

N9

-
(&

/
/’/
/
/
T
/
///
2 uj 1i5=ugy
19. Montrons que (uy),cy est décroissante. Pour tout n € N, on a

Unt1 = [ (up) = up — In(uy) & Unt1 — Up = —1n (uy) .

Or u, > 1, donc In (uy,) > 0. Ainsi,
Vn € N, Un+1 — Up < 0 & Un+1 < Up-

Conclusion,

la suite (un),cy est décroissante.

/22




20.

Montrons que (uy,), ¢y converge vers 1. Par les questions précédentes, la suite (uy, ), oy est décroissante
et minorée par 1. Donc par le théoreme de convergence monotone, la suite (uy),, o converge. Notons

a sa limite. Puisque pour tout n € N, 1 < u,, < 2, on en déduit que 1 < a < 2. De plus,

vn € N, Un+1 = f (un) :

Donc par passage a la limite, la continuité de f sur [1;2] et donc en a et la caractérisation séquentielle

de la continuité,
a= f(a) & a=a—In(a) & In(a) =0 & a=1.

Conclusion,

la suite (up), oy converge vers 1.

n
Pour tout n € N, on pose p, = H U

21.

22.

23.

k=0

Montrons que pour tout n € N, p,, > 1. Soit n € N. Pour tout k € [0;n], ux € [1;2] donc uy, > 1 > 0.

Donc par produit,

Conclusion,

[VneN, p,> 1]

Montrons que (py),cy est croissante. Soit n € N. On a vu a la question précédente que p,, > 1 donc

pn 7 0. Donc
n+1

IRE

Pn+1 _ k=0
- n
Pn
[ e
k=0

Or u,41 € [1;2] donc pg—:l >1.0r p, >1>0donc

= Un+1

Pntl 2 Pn-

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en conclut que

la suite (py,),cy est croissante.

n
Montrons que pour tout n € N, Z In (u) = wp — up+1. Soit n € N. On sait que pour tout k € N,
k=0
Ugr1 = f (ur) = up — In (ug) & Ugr1 — Uk = — In (ug) & In (ug) = up — Ugy1.

Donc en sommant,
n
Z In (uk) = Z (uk. — uk+1) .
k=0

On reconnait une somme télescopique, donc

n

Z In (ug) = uo — up+1.
k=0

Conclusion,

n
Vn € N, Zln (ug) = up — Upt1.
k=0

8/22

Mathématiques PTSI, DS6 Cor Samedi 22 Février



Mathématiques PTSI, DS6 Cor Samedi 22 Février

24.

25.

26.

Montrons que (pn),, oy converge et précisons sa limite. Par la question précédente, pour tout n € N,

Uy — Upt1 = z": In (ug) = In <ﬁ uk) =1In (pn) .
k=0

k=0

Donc
p?’L — euo_un+l .

Or par la question W liIJIrl upy1 = 1 donc par continuité de la fonction exponentielle, (pn),cy
n——+0oo

converge et

. 3_
lim p, =ez ' =¢!/2 = /6.
n—-+00

Conclusion,

la suite (pp),cn coOnverge vers /e.

Montrons que que pour tout n € N, up41 —1 < % (up, — 1). Soit n € N. On sait que u,, € [1;2]. Or par
la question

Viny) € 52, 5@~ )l < 5le -yl

Par conséquent, en prenant x = u, et y =1, on a

|f(un) - f(1)| < 5 |un - 1|

Or f(up) = uns1 et f(1) =1, donc

1
[Un+1 — 1| < §|un_1‘-

Enfin, on sait que u, > 1 et up4+1 > 1 done |upq1 — 1| = upy1 — 1 et |u, — 1| = u, — 1. Conclusion,

1
Vn € N, un+1—1<§(un—1).
1 . - .
Montrons que uy, e 1+ 0 (ﬁ) Par la question précédente, la suite (u, — l)nGN est « sous-
géométrique ». On montre alors par récurrence que
1 1 /3 1
Donc L1
Uy —
VnelN, 0< < -
" 12n S 2

Donc la suite (%”;,}) est bornée. D’ou
/ neN

Conclusion,
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Exercice 11 - Polynémes

Pour tout n € N, on note P, € R[X] le polynéme défini par

Po=2 S
k=0
Soit n € N*,
1. Précisons Py, P, P> et P3. On a
0 k 0
X X
Py = Z —=—=1
prr k! 0!
Puis,
1 k
X
=2 gr=1eX
k=0
et encore,
X? X2 X3
P=1+X+2, P=14+4X+"14"_.
2 2 6
Conclusion,
X2 X2 X3
Ph=1 P =1+X, P2:1+X+7, P3:1+X+7+?_

2. Déterminons les deux racines complexes de P et déduisons-en la factorisation de P, dans C[X]. On
aP=1+X+ XTQ Le discriminant associé vaut

1
A=1-4-=-1
2 )

dont le deux racines carrées sont 7 et —i. Ainsi, les racines de P sont

1434
21:$:—1+i et zm=-1-—1.
23

On a alors P» = a (X — 21) (X — 22) avec a le coefficient dominant de P,. Conclusion,

1
les deux racines de P, sont z; = —1 + i et 22:—1—ietonaP2:5(X+1—2‘)(X+1+i).

3. Par la question précédente,

lle polynéme P, est scindé et non irréductible dans C[X]. ‘

Au contraire, puisque A < 0,

lle polynoéme P, n’est pas scindé mais irréductible dans R[X]. ‘

4. Calculons P;. Ona P3 =1+ X + X72 + %3. Donc

2

X

10/]22]
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5. Montrons que P3 n’admet pas de racine multiple. Procédons par ’absurde. Soit o € C une racine de

multiplicité au moins 2 de Ps. Alors,

Donc
l+a+s+%=0 ol _
Z 8 < 6 o2 Ly« L1 — Lo
o=
~
{1 = 0 impossible!
Conclusion,

‘Pg n’admet pas de racine multiple. ‘

. On a,

n Xk—l n Xk—l

P=r = =
= L = 2

En effectuant le glissement d’indice k = k — 1,

n—1 k
X
=3 o = Dot
k=0
Conclusion,
P =P,
. Par la question précédente,
n—1 k n k n n
X X X X
S
| | | |
prr k! = k! n!
Conclusion,
X’n
P =P, o

. Montrons que P, ne posséde que des racines simples et procédons par ’absurde. Supposons que
P, posséde une racine de multiplicité au moins 2. Soit @ € C une telle racine. Alors on sait que
P, (a) = P/ (a) = 0. D’apres la question précédente, on obtient que 0 = 0 — C;L—T et donc o = 0, car

n # 0. Or 0 n’est pas racine de P, car P, (0) =1+ 0 =1 # 0. On obtient donc une contradiction.
Conclusion,

‘le polyndéme FP,, ne possede que des racines simples. ‘

Exercice 111 - Polynoémes

Pour tout n € N, on définit (E,,) ’équation suivante d’inconnue un polynéme P € R[X] :

P(X+2)—P(X)=X" e  P0)=0 (E,)

On pose également (E) I’équation suivante d’inconnue un polynéme P € R[X] :

P(X+2) —P(X)=0 (E)

e SiP=1,alors P(X+2)—P(X)=1-1=0 donc‘P = 1 est une solution de (E)‘

11/22
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Si P =3, alors P(X +2) — P(X) =22 —

P = % est une solution de (Ey).

NI

=1= X" De plus P(0) = 3 = 0 et donc

Si P =% alors P(X +2) — P(X) = 8427 _ X2 _2X34 _ x4 9 Done

2 . , . L s
P= XT n’est solution d’aucune équation pré-citée.

Soit P une solution de (E) telle que deg(P) > 1. D’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, on
sait que P admet une racine complexe. Donc ‘ daeC, P(a)=0 ‘

Posons pour tout k € N, & (k) la propriété « o + 2k est une racine de P ».
o Initialisation. Si k = 0 alors a+2 x 0 = « est une racine de P d’apres la question précédente.
Donc £2(0) est vraie.

o Hérédité. Soit k € N et supposons que Z(k) est vraie. Alors P (a+ 2k) = 0. Or P est une
solution de (F) donc en évaluant cette équation en « + 2k, on a

Pla+2k+2)—P(a+2k)=0 &  Pla+2(k+1)=0,
=0

car o+ 2k est une racine de P. Donc a+2(k+1) est aussi une racine de P et donc Z(k+1)
est vraie.

o Conclusion. Par récurrence, on en déduit que pour tout k € N, Z(k) est vraie i.e.

‘pour tout k € N, a + 2k est une racine de P. ‘

D’apres les questions précédentes, on a montré que si P est une solution de (E) telle que
deg(P) > 1 alors P admet une infinité de racines distinctes. On en déduit que dans ce cas
P est nécessairement le polynéme nul ce qui contredit le fait que deg(P) > 1. Des lors les seules
solutions possibles de (E) sont les polynomes constants. Soit P = C' un polynéme constant,
C € R. Alors P(X +2)— P(X) =C—C =0 et donc tous les polynémes constants sont solutions
de (E).

‘Conclusion : ensemble des solutions de (E) est Ro[X]. ‘

3. Soit n € N. Soient P et ) deux solutions de (E,). Alors,

{P(X+2)—P(X)

X", P(0)=0
Q(X +2)—Q(X) 0

X", Q0) =

On pose R = P — @, par soustraction des deux égalités ci-dessus,

R(X +2)— R(X)=0.

Autrement dit R est une solution de (F). Donc d’apres la question précédente, il existe C' € R telle
que R =P — @ = C. En évaluant en 0, on obtient R(0) =0— 0= C et donc C =0 et P = Q ce qui
démontre que ’ (E,) admet au plus une solution ‘

4. Soit P une solution de (Ej,).

(a)

Par dérivation d’une composée, en posant Q = P (X +2),ona @ =1xP' (X +2) =P (X +2)
et de méme pour tout k € N, Q) = P*) (X +2) en particulier Q+Y = P +1) (X +2). De
méme la dérivée n+1-iéme de P(X) = P est bien P("+1)(X). Donc en dérivant n+1 fois 'égalité
P(X +2)— P(X) = X", on obtient que

P+ (X 42) — PO (X)) = 0.

Ainsi | P("*tD est une solution de (E).

12/22
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(b) D’apres la question précédente et la question 2, on sait que PO+ st un polynome constant et

donc nécessairement ’ deg(P)<n+1 ‘

5. D’apres la question précédente, on sait que si P est une solution de (Ep) alors deg (P) < 2. Soient
(az,a1,a0) € R3 et P =ag+ a1 X + a2 X?. On a alors les équivalences suivantes :
P est solution de (Ej)
ap+ a1 (X +2) +az (X +2)° - (ap + a1 X + a2 X?) = X
et ap+a; x0+ayx0?2=0
& a=0 et X 42+ axX?+4asX +4day — a1 X —asX? =X
& ap=0 et 4as X + 2a1 + 4ay = X.

Par unicité des coefficients d’un polyndéme,

ag = 0
P est solution de (Ej) & das =1
2a1 +4a =0
apg =0
= ag = %
ayp = —2@2 = —%
X2 - 2X
& P =
4
Finalement, | 'unique solution de (E) est P = Xa%x !

Probleme IV - Espaces vectoriels

Partie 1 : Espaces de polynomes
On pose E=R[X] et F={PeR[X]|P(1)=P(-1)=0gr}.
1. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de R[X]. On a

o F C R[X] par définition de F.

e Si P = 0g[x). Alors, P(1) = P(—1) = Og. Donc Og[x) € F.

 Soient (A, ) € R? et (P,Q) € F2. Posons R = AP + u@Q. Puisque P € F, P(1) = P(—1) =0 et
puisque @ € F, Q(—1) = Q(1) = 0. Par suite,

R(1)=AP(1)+uQ(1)=0 et R(-1)=AP(-1)4+pQ(-1)=0.
Donc R € F et F est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

‘F est un sous-espace vectoriel de R[X]. ‘

2. Montrons que F NRi[X] = {Og[x]}. Soit P € F NRy[X], alors P € F et donc P(1) = P(—1) = Og.
Autrement dit 1 et —1 sont des racines de P. Or P € R;[X], donc deg(P) < 1 et P possede
deux racines distinctes, 2 > deg (P). On en déduit que P est le polynome nul, P = Og[x]. D’ott
FNRi[X] C {Ogx]}- De plus {Ogpx]} € F NR1[X]. Conclusion, F NR;[X] = {Opx} et

‘Les espaces F' et Ry[X] sont en somme directe. ‘
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3. Soit P € R[X]. Soit R le reste et @ le quotient de la division euclidienne de P par (X — 1) (X + 1).
Puisque deg (R) < deg ((X — 1) (X + 1)) = 2, on en déduit que deg (R) < 1. Donc il existe (a,b) € R?
tel que R = aX + b. Puis, comme P = (X - 1) (X +1)Q+ R=(X-1)(X+1)Q+ aX + b, on

obtient en évaluant en 1 et —1 que

{P(l):0+a+b {a+b:P(1) Lo Lot L
2 2 1

P(-1)=0—a+b 2 = P(1) + P (—1)

a=P1)—b=P(1) - P(1)+2P(71) _ P(1)72P(—1)
< p— POTP(=1)
- 2

Conclusion, le reste de la division euclidienne de P par (X — 1) (X 4 1) est donné par

P(1) +P(-1)
2 2 ‘

4. On a déja vu a la question [2.| que les espaces F' et R;[X] sont en somme directe. Montrons également
que F + R;[X] = R[X]. Soit P € R[X]. Par le théoréme de la division euclidienne et comme dans la
question précédente, il existe un unique mais l'unicité est inutile ici puisque le caractere direct a déja
été établi) couple (Q, R) € R[X] x R[X] tel que

P=(X-1)(X+1)Q+R.
Posons S = (X — 1) (X 4+ 1) Q. Alors, on a

o« P=S+ R,
o R € Ry[X] (déja mentionné car deg (R) < 2).
o Montrons que S € F. On a directement, S(1) =0 et S(—1) = 0. Donc S € F.

Donc P = S+ R € F + Ry[X]. Ainsi, R[X] C F + Ry[X]. Or on a aussi F'+ R;[X] C R[X], donc
R[X] = F' + Ry [X]. Rappelons que l'on sait déja que F' et R1[X] sont en somme directe. Conclusion,

’Les espaces F' et R;[X] sont supplémentaires. ‘

Partie 2 : Espaces d’un endomorphisme

On suppose maintenant que E' = Ry4[X] et on considére l'application

_E — R[X]
' p o (X2-X)P(1)+ (X*+X) P(-1).

On appelle noyau de f ’ensemble
Ker(f)={PeE|f(P)=0gx}-
On appelle image de f ’ensemble
Im(f) = f(E) ={QeR[X]|IPeE, f(P)=Q}.
5. (a) Soit P € E. On a les équivalences suivantes :

P € Ker (f) A f(P) = Ogyx]
o (X? = X)P(1) + (X*+ X) P (1) = Ogx
& (P(1) + P(-1)) X* + (P(~1) = P(1)) X = Og[x]-
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Par unicité des coefficients d’un polyndéme, on obtient que

P(1) + P(~1) = 0g

(
PeKer(f) <« {p(_1) — P(1) = Og
( 0

P(1)+P(-1) = Ly Lo+ Iy
2P(—1) = Og
& P(1)=P(-1)=0
& PeF
Conclusion,
Ker(f) = F
(b) On a

F ={P e Ry[X]|1et —1 sont deux racines disctinctes de P}
={P e Ry[X]| (X —1)(X +1) divise P}
={PeRX][IQ eRy[X], P=(X -1 (X +1)Q}
= {P€R4[X] | 3(ao,a1,a2) €R™™, P = (X —1) (X +1) (a0 + a1.X + a2 X?) }
= { -1H)(X+1) (ao + a1 X +a2X2) € Ry[X] | (ap,a1,a2) € ]RB}
={a(X-D)(X+D)4+a (X -1)(X+1)X+a (X -1)(X+1)X*| (ao,a1,a2) €R*}.

F=Veet (X -1)(X+1),(X -1)(X+1)X, (X —1)(X +1)X?).

Posons Bp = ((X —1)(X +1),(X = 1) (X +1) X, (X — 1) (X 4+ 1) X?) alors par ce qui pré-
cede, B est génératrice dans ABr. De plus on a trois polynémes de degré respectivement 2, 3 et
4. Donc la famille des polynémes de Zr est de degrés distincts. Donc A est libre. Conclusion,

‘,%’F est une base de F' = Ker (f) ‘

6. (a) On observe les points suivants.
o Soit @ € Im (f), donc il existe P € E tel que

Q=Ff(P)=(X*-X)PQ1)+ (X*+X) P(-1) € Ro[X].

Donc Im (f) C Ry[X].

¢ Si Q = Og,[x]- Alors on a f (OR[X]) = (X2 —X) x Or + (X2 —I—X) X Og = Og,[x]. Donc @
admet un antécédent par f et donc @ = Og,[x] € Im (f).

o Soient (\, 1) € R% (Q1,Q2) € Im(f), alors il existe P; € R[X] et P» € R[X] tels que Q1 =
(X2 = X) PI()+(X*+ X) P (1) et Qo = f(Q1) = (X* — X) Q2(1)+(X* + X) Q2 (—1).
Posons R =AQ1 + puQ2 et S = X\ Py + uP>. Alors, on observe que
F(S)=(X*-X)S()+ (X*+X)S(-1)

— (X2 X) (APL(1) + uPo(1)) + (X2 4 X) (AP (—1) + uP (~1))
=M(XP=X)P(1) + (X*+ X) P (—1)] + p [(X? = X) (1) + (X* + X) P (—1)]
=Af(P1)+pf(Pr)
= AQ1 + pQ2
=R.
Donc R admet un antécédent par f donc R € Im (f). Ainsi, Im (f) est stable par combinai-
sons linéaires.
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Conclusion,

’Im (f) est un sous-espace vectoriel de Ro[X] et donc est un espace vectoriel. ‘

(b) Soit @ € R[X]. Procédons par double implication. Supposons @ € Im (f). Alors, il existe P €
R4[X] tel que @ = (X% — X) P(1) + (X? + X) P (—1). Posons a = P(1) et b= P(—1). Alors on
a bien

Q=0a(X’-X)+b(X*+X).
Réciproquement, supposons qu'il existe (a,b) € R? tel que Q = a (X2 — X) +b (X2 + X). Alors,
posons P = %J’X + “TH’. Dans ce cas,
f(P)=(X*-X)P(1)+ (X*+X)P(-1)
-b a+b a—b a+b
= (X2-X (a > X2 X(— )
( WS+t )+ X+ X) -5+
=a(X?-X)+b(X*+X)
=Q

Donc @ admet un antécédent par f et donc @ € Im (f). Conclusion,

Q € Im(f) & J(a,b) €R?, Q=a(X* - X)+b(X*+X).

(c) Par la question précédente, on en déduit que
Im (f) ={a(X?-X)+b(X*+ X) € Ro[X] | (a,b) € R®} = Vect (X* — X, X* + X).

Posons %7 = (X X, X2+ X ), on vient donc de démontrer que %y est génératrice de Im (f).
De plus les deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc Ay est libre. Conclusion,

‘La famille A est une base de Im (f). ‘

7. Soit B = (B, Br). Par les questions précédentes, on sait que A est une base de Im (f) et B est

une base de F' = Ker (f). Montrons que & est une base de E. Commengons & observer que
Br=(X-1)(X+1),(X-DX+1DX,(X-1)(X+1)X?
= (X?-1,X° - X, X* - X?).

Alors,
B=(X"-X,X*+X,X*-1,X°- X, X"-X?).

Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré, par conséquent,

Co+ Cy—C
Vect (%) = Vect (X +1,X +1,X? -1, X* — X, X* — X?) Cfecf—cz
—Vect(2X+1X2—1X3 X, X' - x?) Cp + C1+ s
= Vect (1, X +1,X* -1, X° — X, X* - X?) C1+ 1Cy
= Vect (1, X, X* -1, X° - X, X* — X?) Cy Cy—Cy
= Vect (1, X, X?, X* — X, X* — X?) Cs + C3+C)
= Vect (1, X, X?, X3, X* - X?) Cy + Cy+ Co
= Vect (1, X, X?, X*, X1) Cs < C5 + C3

Onr reconnait la base canonique de R4[X] donc

Vect (#) = Ry4[X],
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Donc £ est génératrice de E. Montrons que % est libre. Soit (Mg, A1, A2, A1) € R tel que
Mo (X2 =X)+ M (X2 4+ X) + A2 (X7 = 1) + A3 (X° = X) + A (X' = XP) = Oy
Alors,
X =D X+AM (X + 1) X+ (X = 1) (X + DA (X — 1) (X +1) X+M (X — 1) (X +1) X? = Ogx].

On peut évidemment tout développer et utiliser 'unicité des coefficients d’un polynéme puis résoudre
le systéme. Soyons plus astucieux et procédons par évaluation. Commencons par évaluer en 0,

— g = 0.
Des lors,
MX DX+ X +D)X +A3(X 1) (X +1) X + M (X —1) (X +1) X? = Ogx

& XMX -D+MX+D)+X -1)X+1)+ M (X -1)(X +1)X) = Ogy
& X —D+MX+D+X -1 (X +1)+ M (X -1) (X +1)X = Opx]

En évaluant en X =1,
2 =0.

Donc
= (X—1)()\0+)\3(X+1)+)\4(X+1)X)IOR[X}
=1 )\0+A3(X—|—1)+)\4(X+1)X:0R[X].
On évalue en —1, on obtient que A\g = 0 donc A3 (X + 1) + Ay (X + 1) X = Og[x) puis
A3+ A X = Og[x)-

Par unicité des coefficients d’un polyndéme, on obtient que A3 = Ay = 0. Ainsi, £ est libre. Or on a vu
que A est aussi génératrice de E donc & est une base de E. Rappelons que & = (%A, Br) et que Ay
est une base de Im (f) et B est une base de F' = Ker (f). Donc par le théoreme de la base adaptée,
on en conclut que

‘Les espaces Ker (f) et Im (f) sont supplémentaires dans E. ‘

8. On note que X2 — X est un vecteur de %; et donc X? — X € Im (f). Or X? — X ¢ Ry[X]. Donc

[Im (f) # Ru[X] |

Nous avons donc construit dans ce probléme deux espaces supplémentaires différents de F' = Ker(f).

Partie 3 : Espaces de fonctions

On fixe [ = ]—1;+oo[ et E = %2 (I,R). On considére alors

F={feE|vtel, (t+1)f"t)+@—-1)f () —-2ft) =0}
G={PeRX]|(X+1)P' +(X-1)P' -2P=0}

H:{I—>]R{

2
e s e ()\,a)E]R}.

9. Et hop! On déroule.
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e On a F' C E par définition.

e Sif =0g,alors pour tout t € I, f(t) = f'(t) = f”(¢t) = 0. Et donc pour tout t € I, (t + 1) f"(¢t)+
(t—1) f'(t) — 2f(t) = Og. Donc f =0g € F.

o Soient (\,p) € E? et (f1,f2) € F. Posons g = A fi + ufa. Alors, puisque E est un espace
vectoriel, g € F et donc g est deux fois dérivable sur I. De plus, en notant h(t) = (t + 1) ¢" (¢) +
(t—1)4'(t) — 29(t) pour tout t € I,

h(t) = (t+1) (A fr +pf2)" () + (= 1) (M fr+ pf2) (6) =2 (A fr+ pf2) (1)
=AE+ DA +pt+1) f50) + A1) f1(8) +p(t = 1) fo(t) = 2 fu(t) + 2ufa(t)
=A [+ 1) A+ (E=1) f1(t) = 2f(0)] +p [(E+1) f5(E) + (= 1) fa(t) — 2fo(t)]

=0g car f1€F =0p car fo€F

=A0+p0=0.
Donc g € F et F est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

F' est un sous-espace vectoriel de F.

10. Montrons que H n’est pas stable par combinaisons linéaires. Plus précisément, posons f; : t — e’ et

11.

fo : et Alors,

e fieH.
o foe H.
e Considérons ch = f%b = ch. Montrons que ch ¢ H. Procédons par I’absurde. Supposons que

ch € H. Alors, il existe (X, o) € R? tel que
vVt el, ch(t) = Xe™.

En particulier, pour ¢t = 0, 1 = ch(0) = X. Donc pour tout ¢ € I, ch(t) = e®*. En dérivant cette
égalité (les deux fonctions sont dérivables sur I) on obtient que

Vtel, sh(t) = ae®.

En particulier, en t = 0, 0 = sh(0) = . Donc pour tout ¢ € I, ch(t) = 1 x e = 1. Ce qui est
absurde (la fonction ch diverge vers +oo en +o0o par exemple). Donc %Lf? ¢ H.

Conclusion, H n’est pas stable par combinaisons linéaires. Conclusion,

‘H n’est pas un sous-espace vectoriel de F. ‘

Soit P € R[X] et notons n = deg (P). Supposons n > 2 et notons a, le coefficient dominant de P.
Alors a,, # 0. Par suite, le terme dominant de P” est n (n — 1) a, X" 2 et donc celui de (X + 1) P”
est n(n —1)a, X" !. De méme le terme dominant de P’ est na, X" ! et donc celui de (X — 1) P’
est na, X™. Enfin le terme dominant de —2P est —2a,, X™. Ainsi, le terme dominant de (X + 1) P” +
(X —1) P' — 2P est na, X" — 2a, X™. Dés lors, si P € G, alors

na, — 2a, =0 & n = 2.

Donc dans tous les cas, on obtient que n < 2 et donc P € Ry[X] et donc 3 (a,b,c) € R? tel que
P =a+bX +cX?. On a les équivalences suivantes :

Ped & (X 4+1)(2¢) + (X = 1) (b+2¢X) — 2a — 2bX — 2cX? = O, [x]
2cX + 2+ bX +2cX? — b — 2cX — 2a — 2bX — 2cX? = O, [x]
(2¢ —2¢) X* + (2c+ b — 2c — 2b) X + (2¢ — b — 2a) = Og,[x]
—bX +2¢—b—2a = Og,[x)-

t ¢
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Par unicité des coefficients d’un polyndéme, on obtient

PeG 2N o= PN P=a(l1+X?).
2c—b—2a=0 a=c

Par conséquent,
G = Vect (1 +X2) .

La famille (1 + X 2) est libre car le polynéme est non nul et par ce qui précede elle engendre G.
Conclusion

’ La famille (1 + X) est une base de G. ‘

12. On note que H est bien un sous-ensemble de £ donc F'N H a un sens. Soit f € E. On a

feEFNH & {fEF & {fGF

feH J(\a) eR? vtel, f(t) = e
Fixons (), a) € R? et f définie par Vt € I, f(t) = Ae™. Alors,

feF & Vtel, t+1) ")+t —=1)f(t)—2f(t)=0
& Vtel, (t+D)a?Xe™ +(t—1)are® -2 e =
& Vtel, Ae® [(t+1)a*+(t—1)a—2] =0
& Wtel,  At+DP+(t-1)a—-2=0 carVtel, e #0

On note que A = 0 est une solution. Supposons A # 0, alors

fer & vt e, t+)a’+(t-1)a—2=0
& vtel, (&*+a)t+a?—a—2=0.

Donc le polynéme P = (oz2 + a) X + a? — a — 2 s’annule une infinité de fois et donc P = Ogpx)- Par
unicité des coefficients d’un polynéme, on obtient

a?+a=0
eF &
f {aQ—a—QZO
a+1=0 ou a=0
a?2—a—-2=0 a?2—a—-2=0
a=—1 a=0
& ouU & a=—1
1+41-2=0 0 — 2 = 0 impossible

& Vtel, ft)=xet.
On note que la derniére assertion est encore vraie si A = (0. Finalement,
feFNH & JNER, Vte, ft)=xe ",

Conclusion,

I - R I —- R
FﬂH-{t s Ne—t ‘AGR}-Vect(t . e_t>'

On observe notamment que ’ F N H est un espace vectoriel ‘
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13.

14.

Soit f € E. On pose g = f + f'. Puisque f est deux fois dérivable sur I, f’ et donc g sont dérivables
sur I. De plus ¢’ = f” + f'ie. f/ =g — f'. Ainsi,

fEF & Vtel, t+1) ")+t —=1) f'(t) —2f(t) =
& vt e, t+1) (@) —F @)+ E—=1) () —2f(t) =
& Vtel, t+D) g+ (t—-1—t—=1)f(t)—2f(t) =
& Vtel, (t+1)g'(t) —2f(t) = 2f(t) =
& vtel, t+1)g@)—2(f )+ f(t) =

Conclusion,

feF o  Vtel, (t+1)gd®) —-290t)=0 (E,).

Avec les notations de la question précédente, pour tout ¢t € I, ¢t +1 > 0 donc

() el §0)-gt)=0.

On est donc en présence d’une équation différentielle d’ordre 1, homogene, résolue en ¢’, & coefficient

continu. Soit a : t > —H%. La fonction a est continue sur I donc admet des primitives sur I dont

I'une est donnée par A : t — —2In (|t +1|) = —2In (¢ + 1). Par conséquent,
g solution de (E,) & IC; e R, Vt € 1, g(t) = C ) — O (£ 41)2.
Donc par la question précédente, on a
feF & 301 eR,Vtel, fO)+fit)=C(t+1)%.
Fixons C € R et posons (Ey) I’équation
(By) Vtel, fl&)+ft)=0C1(t+1)%,

On est & nouveau face a une équation différentielle du premier ordre résolue en f’ avec second membre
continu a coefficients continus (car constants). Posons (£ Hy) I’équation homogene associée. On a

(BHy)  vtel,  fl(t)+f(t)=

La fonction a : ¢t — 1. La fonction a est continue sur I et y admet donc des primitives dont I'une est
donnée par A : ¢t — t. Ainsi I'ensemble des solutions de (EHy) est donné par

I —- R

t — Cze_t CQER}'

SEH, = {

Cherchons maintenant une solution « particuliere » de (Et). Une méthode de variation de la constante
est légitime et faisable (avec une double intégration par parties). Cependant puisque le second membre
est ici polynémiale de degré 2, tentons de chercher une solution particuliere polynémiale de degré 2.
Soient (a,b,c) € R3 et f : t 5 a+ bt + ct?. Alors f € E et I'on a

f solution de (Ef) & Vt eI, b+2ct +a+bt+ct> = Cy (t+1)°
& Vtel,  a+b+(b+2e)t+ct?=Cp +201t + Cit?

La partie I étant infinie, on a par unicité des coefficients d’un polynéme,

a+b=0C a=C1—-b=0C4
[ solution de (EY) & b+2c=20C; & b=2C1 —2c=2C1 -2C1 =0
c:Ol 6201
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15.

Donc f : ¢+ Ci (1+t?) est une solution de (Ey). Ainsi, l'ensemble des solutions de (Ey) est donné
par
S = { I - R
S t — CQ e_t —|—Cl (1 + t2)

Attention notez que dans ce sous-probléeme, Cy est fixre mais Cy est variable.

CQER}.

Finalement,
feEF &  3C1eR,ICeR,Vtel,  f(t)=Coe ' +Cy (1+17).

Conclusion,

o I - R 2}
F= { t — CQe_t+Cl (1+t2) ‘ <01702) S R .

Et lVon retrouve d’une part les solutions qui sont dans G et d’autre part les solutions qui sont dans
H, hyper classe non ?

Par la question précédente, on a

I —- R I —- R
F_VeCt(t — et 1+t2)'

I —- R I = R

P et 2 g
génératrice de F'. Montrons que %A est libre i.e. que les deux fonctions f; et fo ne sont pas colinéaires.
Soient (A, i) € R? tel que

Posons fi : et Br = (f1, f2).0n a donc ABr qui est une famille

AL+ pfy =0gie Vtel, Xe 7" p (14 ¢) =0.

Puisque I est un voisinage de 0, on peut écrire le développement limité suivant par exemple :
2

_ t A
O:Aet+u@+¢%tjmk@e%%"§+0@%)+N(L+ﬂ);%A+M—At+<§+u)ﬂ+0@%.

Par unicité du développement limité, on a

Au=0 pw=0
-A=0 & A=0 & A=u=0
24+u=0 0=0

Donc % est libre. Conclusion,

I —- R

I - R
P TN 1+t2>estunebasedeF.

=

On pose F' ={f e E| f(0) = f/(0) =0}. On admet que F’ est un espace vectoriel.

16.

Procédons par analyse-synthese pour montrer que tout élément de E se décompose de fagon unique
comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de F’. Soit f € E.

Analyse/Unicité. Soient u € F et v € F' tels que f = u + v. Puisque u € F = Vect (#r), il existe
(A, ) tel que
viel,  u(t)=Xe +u(l+t?).

Donc
vtel,  f(t)=Xe+u(1+8) +o(t).
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De plus v € F’ donc v(0) = v/(0) = 0. Ainsi,
{f(O)ZAﬂL o {uzf(O)—Azf(O)Jrf’(O)
F1(0) = —Xe 04200 +0/(0) = — A = —£(0)
Comme f est fixée, A et y sont uniques, puis
vtel,  u(t)=—f(0)e "+ (f(0)+ f(0) (1+t).

Donc u est définie de facon unique et enfin v = f — u également ce qui achéve 'analyse.
Synthése/existence. Posons pour tout ¢ € I, u(t) = —f'(0)e~"+ (f(0) + f/(0)) (1 +¢%) et v(t) =
f(t) —u(t). Alors,

e f=u+w.

o u € Vect (%Br)=F.

« Montrons que v € F'. La fonction v est bien €2 sur I comme différence de fonctions qui le sont
et

v(0) = £(0) — u(0) = £(0) — (—f'(0) + (f(0) + f(0))) =0
v'(0) = f'(0) = w/(0) = f'(0) = [+£/(0) e+ (f(0) + £(0)) (2 x 0*)] = 0.
Ainsi, on a bien v € F”.

Donc f =u+v € F + F’ ce qui démontre bien D'existence de la décomposition.

Conclusion,

Les espaces F et F’ sont supplémentaires dans F.
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