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Problème 1 - Espaces vectoriels et
dimension

Soit n ∈ N, n ⩾ 2. On note E = Mn (R), J =

Ö
1 . . . 1
... ...
1 . . . 1

è
la matrice de E dont tous les coefficients

sont égaux à 1 et on considère les espaces

F = {A ∈ E | JA = AJ = 0n }

G =
{

A = (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈ E
∣∣∣ ∀ (i, j) ∈ J1; n − 1K2, ai,j = 0

}
H = {A ∈ E | ∃ λ ∈ R, JA = AJ = λ J } .

Sauf question explicite, on admet que tous les espaces définis sont des espaces vectoriels. Pour tout
(i, j) ∈ J1; nK2, on note Ei,j la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne i
colonne j.

Partie 1 : Cas n = 2

On suppose dans toute cette partie que n = 2. On pose

F1 = {A ∈ E | JA = 02 } , F2 = {A ∈ E | AJ = 02 } et F3 = F1 + F2.

1. Montrer que F1 un espace vectoriel.
2. Déterminer une base de F1 et préciser la dimension de F1.
3. Déterminer une base de F2 et préciser la dimension de F2.
4. Déterminer une base de F3 et préciser la dimension de F3.
5. Déduire de ce qui précède la dimension de F .

6. Soit S =
Å

1 −1
−1 1

ã
. Vérifier que S ∈ F . En déduire une base de F .

7. Montrer que F ⊕ Vect (I2) = H.

Partie 2 : Cas n = 3

On suppose dans cette partie que n = 3. On pose

BF =

ÑÑ
1 0 −1
0 0 0

−1 0 1

é
,

Ñ
0 1 −1
0 0 0
0 −1 1

é
,

Ñ
0 0 0
1 0 −1

−1 0 1

é
,

Ñ
0 0 0
0 1 −1
0 −1 1

éé
.

On admet que F est de dimension 4.
8. Déterminer une base de G en fonction de Ei,j.
9. Montrer que BF est une base de F .

10. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.
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Partie 3 : Cas général

On suppose n ⩾ 2 quelconque.
11. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de H.
12. Montrer que F ̸= H.
13. Soit A ∈ H. Montrer que pour tout k ∈ N, Ak ∈ H.
14. Soit A ∈ GLn (R) une matrice inversible de E.

(a) Montrer que A /∈ F .
(b) Montrer que A ∈ H ⇒ A−1 ∈ H.

15. Montrer que F et G sont en somme directe.
16. Déterminer BG une sous-famille de (Ei,j)1⩽i,j⩽n qui soit une base de G.
17. On pose BF = (Ei,j − Ei,n − En,j + En,n)1⩽i,j⩽n−1. Montrer que B = (BF , BG) est une base

de E.
18. On admet que BF est une famille génératrice de F . Déterminer la dimension de F .
19. En déduire que F et G sont supplémentaires dans E.
20. Soit A ∈ H. Justifier que le réel λ ∈ R tel que AJ = JA = λ J est unique.
21. Par un raisonnement d’analyse-synthèse, montrer que H = F ⊕ Vect (J).
22. En déduire la dimension de H.

Problème 2 - Séries

Pour toute suite (an)n∈N∗ ∈
(
R∗

+
)N∗

de réels strictement positifs on pose

∀n ∈ N∗, pn =
n∏

k=1
ak.

On précise que déterminer la nature d’une suite ou d’une série consiste à déterminer si la suite ou
la série en question converge ou diverge.

Partie 1 : Autour du cas constant

1. Soit a ∈ R∗
+. On suppose dans cette question que pour tout n ∈ N∗, an = a.

(a) Pour tout n ∈ N∗, préciser pn.
(b) Déterminer pour chaque cas, la nature de

∑
n∈N∗

pn et en cas de convergence calculer sa

somme totale.
2. On suppose dans cette question qu’il existe r ∈ ]1; +∞[ tel que pour tout n ∈ N∗, an ⩾ r.

Déterminer la nature de
∑

n∈N∗
pn.

3. On suppose dans cette question qu’il existe r ∈ ]0; 1[ tel que pour tout n ∈ N∗, an ⩽ r.
Déterminer la nature de

∑
n∈N∗

pn.
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Partie 2 : Théorème de comparaison pour le produit
On suppose dans cette partie que pour tout n ∈ N∗, an ⩾ 1.

4. Déterminer la monotonie de (pn)n∈N∗ .
5. Soit (bn)n∈N∗ ∈

(
R∗

+
)N∗

telle que pour tout n ∈ N∗, an ⩽ bn. On pose pour tout n ∈ N∗,

qn =
n∏

k=1
bk. On suppose que (qn)n∈N∗ converge, on note q sa limite.

(a) Montrer que q est un majorant de (qn)n∈N∗ .
(b) En déduire que (pn)n∈N∗ converge.

Partie 3 : Lien produit-série
Pour toute la suite, on introduit la suite (sn)n∈N∗ définie par

∀n ∈ N∗, sn =
n∑

k=1
ln (ak) .

6. Donner pour tout n ∈ N∗, le lien entre pn et sn.
7. On suppose que pour tout n ∈ N∗, an = 1 + 1

n2 .
(a) Montrer que (sn)n∈N∗ converge.
(b) En déduire que (pn)n∈N∗ converge et que sa limite est strictement positive.
(c) En déduire la nature de

∑
n∈N∗

pn.

8. On suppose que pour tout n ∈ N∗, an = e 1
n .

(a) Déterminer la nature de (sn)n∈N∗ .
(b) En déduire la limite de pn quand n → +∞.

9. On suppose que pour tout n ∈ N∗, an = 1
n
.

(a) Déterminer la nature de (sn)n∈N∗ .
(b) En déduire que (pn)n∈N∗ converge et préciser sa limite.
(c) Reconnaître pour tout n ∈ N∗, pn.
(d) En déduire la nature de

∑
n∈N∗

pn et préciser sa somme totale.

10. On suppose que a1 = 1 et que pour tout n ⩾ 2, an = 1 − 1
n2 .

(a) Montrer que (sn)n∈N∗ converge et préciser sa limite.
(b) En déduire que (pn)n∈N∗ converge et préciser sa limite.

Partie 4 : Pour finir
On pose pour tout n ∈ N∗, un = an − 1.

11. On suppose que
∑

n∈N∗
un converge absolument. Montrer que (sn)n∈N∗ converge.

12. On suppose que
∑

n∈N∗
un converge et que

∑
n∈N∗

u2
n converge. On pose pour tout n ∈ N∗, vn = un

pn
.

(a) Montrer que (sn)n∈N∗ converge.
(b) On pose par convention p0 = 1.

Exprimer pour tout n ∈ N∗, vn uniquement en fonction de pn et de pn−1.
(c) En déduire que

∑
n∈N∗

vn converge.

13. On suppose que
∑

n∈N∗
un converge et que

∑
n∈N∗

u2
n diverge. Montrer que (pn)n∈N∗ converge vers 0.

Fin de l’épreuve
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