Mathématiques PTSI, DS7 Cor Samedi 22 Mars

Corrigé du Devoir Surveillé 7
Espaces vectoriels, dimension et séries

Probleme I - Espaces vectoriels et dimension

1 ... 1
Soit n € N, n > 2. On note E = .4, (R), J= | : . | la matrice de E' dont tous les coefficients sont

égaux a 1 et on consideére les espaces
F={AeFE|JA=AJ=0,}
G = {A: (ai4)1cs jen € B |V (i,) € [in — 1], aiy :o}
H={AcFE|3INeR, JA=AJ=)\J}.

Sauf question explicite, on admet que tous les espaces définis sont des espaces vectoriels. Pour tout (i,j) €
[1;n]?, on note E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne 7 colonne j.

Partie 1 : Cas n =2

On suppose dans toute cette partie que n = 2. On pose
FlZ{A€E|JAZOQ},FQZ{AGE‘AJ:OQ} et I3 = I + F5.
1. Montrons que F} un espace vectoriel. On observe les points suivants :

e I C E par définition.
e Soit A =09, alors JA = J0y = 05. Donc 05 € F.

o Soient (A, ) € R% (A, B) € F2. Posons C = A A+ uB et montrons que C € F;. Ona A € F} et
B € Fy donc JA =09 et JB = 0y. Ainsi,

JC=JANA+uB)=AJA+ puJB = A0z + p0g = 0s.
Donc C € Fj et F; est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion, Fi est un sous-espace vectoriel de E et donc

F' est un espace vectoriel.

a b

2. Déterminons une base de Fp et précisons la dimension de Fj. Soit A = <c d> € FE. On a les
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équivalences suivantes :

AeF = JA =09
1 1 a b
“ (1 1><c d)ZOQ

(a—l—c b—i—d)
-~ =09

a+c b+d
=0
& ate par unicité des coeflicients d’une matrice
b+d=0
=—c
=
-
c —d -1 0 0 —1
e A= ( d>_c(1 0>+d<0 1)'

Des lors,

n=vee (7 0).(0 7))

~
=Br1

La famille 1 engendre F1, de plus les deux vecteurs de A ne sont pas colinéaires donc Bpy est

libre et donc
-1 0 0 -1
@F1_<<1 0),(() 1)) est une base de Fj.

|dim (Fy) = Card (Bp1) = 2.|

Par suite,

. Déterminons une base de Fy et précisons la dimension de F5. On procede comme dans la question

a b

précédente, soit A = <c ) € E. On a les équivalences suivantes :

d
a b) (1 1 a+b a+b
Aeh < OZ:AJ:O2:<C d)(l 1):<c~|—d c+d>
b=0
& @t par unicité des coeflicients d’une matrice
c+d=0
{ _ _b
~
—d
A

Lo e )
v (( 1.5 )

:<%F2

Deés lors,

La famille o engendre F5, de plus les deux vecteurs de Bpo ne sont pas colinéaires donc Bpo est

libre et donc
-1 1 0 O
Bro = (< 0 O) , (_1 1)) est une base de F5.

|dim (Fy) = Card (#ps) = 2.|
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-
o
e Mathématiques PTSI, DS7 Cor Samedi 22 Mars

4. Déterminons une base de F3 et précisons la dimension de F3. Par définition et ce qui précede,

Fs=F+ F
= Vect (Br1) + Vect (Br2)
= Vect (Br1, Bro)

=veer (7 0)-(0 1) (5 o) (5 D)
Les opérations élémentaires ne modifiant pas 1’espace engendré, on a
r=ve (3 0)(0 1) (5 o) () aca-a
veer (306 (A DY) acasa
(.00 Y wei-c

=#r3

La famille Zp3 engendre F3. Montrons que %3 est libre. Soit (a, b, c) € R? tel que
0—a<_1 0>+b<0 —1)+c<0 O)_(—a —b>
2%\ 1 0 0 1 -1 1) \a—c b+¢)”
Par unicité des coefficients d’une matrice,

—a=0
-b=0
a—c=0
b+c=0

Donc Brs est aussi libre et donc
-1 0 0 -1 0 0
@Fg_(< ] 0),(0 | ),(_1 1)) est une base de F3.

| dim (Fy) = Card (#ps) = 3. |

Par suite,

5. Déduisons-en de ce qui précede la dimension de F'. On observe que F' = F1 N F5. Donc par la formule
de Grassmann,
dim (F') = dim (Fy N Fy) = dim (F}) + dim (F3) — dim (F} + F3)
=2+2—dim (F3)

=4-3
=1.
Conclusion,
dim (F) = 1.
6. Soit § = (_11 _11> Vérifions que S € F' et déduisons-en une base de F. On a les égalités matricielles
suivantes :

(1 1\(1 -1\ _ (1-1 —1+1\
JS_(1 1)(—1 1)‘(1—1 —1+1>_02'

3/19
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De méme, SJ = 05. Ainsi,

Ser]

La famille (S) est une famille libre de F' car S # 02 et par la question précédente, Card ((S)) =1 =

dim (F"). Conclusion,

‘ (S) est une base de F. ‘

Montrons que F' & Vect (I3) = H. On observe que si A € F, alors AJ = JA = 02 donc en prenant
A=0,ona AJ=JA=XAJ et donc A € H. Ainsi, F C H. De plus, si A = Iy, alors AJ =JA=J
donc en prenant A =1, on a Iy € H et par stabilité de H en tant qu’espace vectoriel, Vect (I2) C H.

a b
D’aut t 'tA:(
autre part, soi . d

Ac H &

d

& HAER,<

Par unicité des coeflicients d’une matrice,

a+b=a+c=A\

Ae H & dANER, Sa+b=b+d=\

c+d=a+c=X
(a+b:A
at+c=\

& dXeR,
b+d= M\
£+d:A
a+b=\

& I ER, “bFe=0
b+d=\
c+d= M\
a+b=M\
b —

& 3AeR, te=0
c+d= M\
c+d= M\

& dJAeR, {b=c
c=\—d

a=d
=
{b:c

d c 0 1
o Ao (T ) canee( ]

c d

On observe donc que

H = Vect (Ig, <(1)

) € Mo (R). On a les équivalences suivantes :

INeR, JA=AJ=)J

a b 1 1
= HAER,(C ><1 1

a+b a+b
c+d c+d

-6 )20

)_(a+c b+d>_</\ /\>
“\a+c b+d)  \\N N

c+td=b+d=X

L2<—L2—L1

Lo<+ L3+ Lo

a=A-b=A—c=A-A+d=d

car L4 = L3

)
).

— By

4/
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La famille Ay est libre car les deux matrices ne sont pas colinéaires et g engendre H donc Ay est
une base de H et dim (H) = 2. Ainsi,

dim (F') + dim (Vect (I2)) =1+ 1=2=dim (H).

Méthode 1, soit A € F N Vect (I3), alors A € Vect (I3) donc il existe a € R, A = aly. De plus, A € F
donc
02 =AJ = aIQJ =al.

Or J # 02 donc a = 0 et donc A = 03. Ainsi, F'N Vect (I2) C {02}. Or {02} C F N Vect (I2) et donc
F N Vect (I2) = {02}. Au bilan,

o F et Vect (I3) sont des sous-espaces de H,
o dim (F) 4 dim (Vect (I2)) = dim (H),
e F'NVect (12) = {02}.

Conclusion,

‘F@Vect(lg) :H.‘

M¢éthode 2, les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré. Des lors,

F + Vect (1) = Vect (S) + Vect (I2)

Au bilan,

o F et Vect (I2) sont des sous-espaces de H,
o dim (F) + dim (Vect (I2)) = dim (H),
o F+ Vect(lz) =H.

Conclusion,

‘F@Vect(IQ) :H.‘

Partie 2 : Cas n =3

On suppose dans cette partie que n = 3. On pose

1 0 —1 0 1 -1 0 0 0 0
B = o0 0], o o o],[1 0 -1]),{0o 1 -1
10 1 0 -1 1 10 1 0 -1 1

On admet que F' est de dimension 4.
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8. Déterminons une base de GG. Par définition, on a

G = {A = (aij)i1<ijez € E| V() € [1:2]% ai; = 0}

a1l a12 a3

=c A= a1 a2 a3 | €FE|ai1 =a12=a; =a2=0
a3l a32 asgs
0 0 ai,3

= A= 0 0 a3 el ai1 =ai2 =0a21 = 422 = 0
azl1 a32 0ass

= Vect (Eq3,E23,E31,E32,E33).

-
=B

La famille % est libre en tant que sous-famille de la base canonique et engendre G. Conclusion,

PBa = (E13,FE23, E31, E39, E33) est une base de G.

9. Montrons que Zr est une base de F. Vérifions d’abord que les vecteurs de & sont dans F'. On a

1 0 -1 1 11 1 0 -1
JI 0O 0 0 ]J=(111 0 0 0 |]=03
-1 0 1 1 11 -1 0 1
De méme,
1 0 -1 1 0 -1 1 11
0O 0 0 |)JJ=(0 0 0 1 1 1)=03
-1 0 1 1 0 1 1 11
1 0 -1
Donc|{ 0 0 O € F. En procédant de méme pour les autres matrices on observe que les vecteurs
-1 0 1

de B sont dans F.
D’apres I’énoncé, on sait que dim (F') = 4, on a donc de plus, directement, dim (F') = Card (Bp) = 4.
Montrons enfin que %r est libre. Soient (a, b, c,d) € R* tel que

1 0 -1 0 1 -1 0 0 0 0O 0 O
al 0O 0 O J+b10 O O J+c|l 1 0 -1 )+d[l0 1 —1] =03
-1 0 1 0 -1 1 -1 0 1 0 —1 1
Des lors,
a b —a—b
c d —c—d =03 & a=b=c=d=0.

—a—c¢ —-b—d a+b+c+d

Donc %Ay est libre. En résumé,

e La famille ZF est une famille de vecteurs de F',
o Card (%r) = dim (F),
o ABr est libre.

Conclusion,

‘%’F est une base de F.

/19



Mathématiques PTSI, DS7 Cor Samedi 22 Mars

10. Montrons que F' et G sont supplémentaires dans E. Par la question précédente, F' = Vect (AF) et

par la question |8.| G = Vect (%¢). Dés lors,

0 0 0 0 0 0
o 0 1 o 1 -1,
10 0 -1 1
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

1
0 1 0 0
0 0],{0 O
0 0 0 0

F + G = Vect (%, %’G

0
= Vect 0
1 0

Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré. Ainsi,

100 010 000 00 0 00 1
F + G = Vect 00 01J,10 oj,t{1 00),{0 1 0]),{0 0 0],

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0

0 0 O 0 0 0 00 0 00 0 Cl<_CI+C5+C7—Cg
Cy + Cy+C5+ Cs — Cy

00 1),flooo0}),{00O0],{0 00

0 0 O 1 0 O 01 0 00 1 C3+ C34+Csg+Cr—Cy
Cy+ Cy+Cg+ Cs — Cy

= s (R),

car on reconnait 'intégralité des vecteurs de la base canonique de E. Donc F' 4+ G = E. De plus, par
la question [8.| Z¢ est une base de G' donc

dim (G) = Card (B¢) = 5.

Ainsi,
dim (F) +dim (G) =4+5=9=dim (F).

Conclusion,

‘les espaces F' et G sont supplémentaires dans E ‘

Partie 3 : Cas général

On suppose n = 2 quelconque.

11. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de H.

SiAeF,alors AJ = JA =0,. Donc en prenant A =0, on a A € H. Ainsi,
FCH.

Si A =0,, alors 0,J = J0,, = 0,,. Donc 0,, € F.

Soient (A, n) € R2, (A, B) € F2. Alors, AJ = JA =0, et BJ = JB = 0,,. Posons C = A\ A + uB.
Alors,
JO=JNA+uB) = NJA+ pJB = A0y + 110, = 0.

De méme,
CJ=MNA+uB)J =XAJ +uBJ = X0, + p0, = 0.

Donec JC=CJ=0,et C=XA+ uB € F, F est donc stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

‘F est un sous-espace vectoriel de H.

7/i9
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12.

13.

14.

15.

Montrons que F # H. La matrice I,, vérifie I,J = JI, = J donc pour A = 1, on a bien I, € H.
Pourtant, I,,J # 0, donc I,, ¢ F. Conclusion,

Soient A € H. Montrons que pour tout k € N, A¥ € H. Procédons par récurrence. Posons pour tout
keN, 2(k): « A¥ ¢ H».

Initialisation. Si k = 0, alors A°J = I,,J = J = JI,, = JA®. Donc pour A =1, on a A° € H et £(0)
est vraie.

Hérédité. Soit k € N. Supposons (k) et montrons que Z(k + 1) est aussi vraie. Par hypothese de
récurrence, il existe A\, € R tel que A*J = JAF = )\, J. Dés lors,

AMLT = A(AFT) = A\ J) = M AJ.
Or A € H donc il existe A € R tel que AJ = A J. D’ou,
AFLT = M AT
Posons A1 = A A € R, alors, AR+ T = Ak+1J. De méme,
JARHL = JAFA = X\ JA= NN T = Mg J.

Donc A1 € H et 22(k + 1) est vraie. Conclusion,

VkeN, AFemd.

Soit A € GL,, (R) une matrice inversible de E.

(a) Montrons que A ¢ F. Procédons par I'absurde, supposons A € F. Alors, AJ = 0,,. Or A~! existe
car A € GL,, (R) donc A~'AJ = A710,, & J =0, ce qui est faux. Conclusion,

(b) Montrons que A € H = A~! € H. Supposons A € H. Montrons que A~! € H. Par hypothése,
il existe A € R, AJ = JA = X\ J Donc en multipliant par A~!,

J=XA"1J.

Supposons A = 0, alors AJ = JA = AJ = 0, dans ce cas A € F ce qui contredit la question
précédente. Donc A # 0. Posons y = %, on obtient

pt = AL
Deméme JA=AJ = J=AJA™' = JA ! =puJ. Dou
A g =JA =,

et A~ € H. Conclusion,

AcH = A el

Montrons que F' et G' sont en somme directe. Soit A = (a; ;) € FNG. Alors A € G et donc

1<i,j<n
pour tout (i,5) € [1;n — 1], a;; = 0. Ainsi,

0 0 a1n
A= )
0 e 0 Gn—1,n
Gn,1 Gp n—1 Qn.n
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De plus, A € F donc AJ = JA = 0,. Donc

0, =AJ
0o ... 0 a
1n 1 1
0o ... 0 G )
n—1n 1 1
an,1  -.- Qnn-1 an,n
A1n a1n o a1n
CLQ’n a27n e ag’n
an—1,n Qn—1,n e an—1,n
Gnl+an2+-+apn Gpi1+an2+--+apn ... Gupl+an2+---+apn
Par unicité des coefficients d’une matrice,
(
a1n = 0
a2.n = 0
< Aln =002n =" = 0Qp—1n = Qpn = 0.
Up—1,n = 0
 On,1 T Qn2+ -+ apn = 0

Donc A = 0,,. Ainsi, FNG C {0,}. Or {0,} C FNG. Conclusion, FNG = {0,} i.e.

‘les espaces vectoriels F' et GG sont en somme directe. ‘

16. Déterminons % une sous-famille de (E; ;), <ij<n
précédente, pour A = (a7;7j)1<ij<n € FE,ona

qui soit une base de GG. Comme vu a la question

Aed & V(i,5) € [1;n —1]% a;; =0

0 e 0 Q1n
e a0 :
0 e 0 an—1,n
an1 ... Gpn-1 QAn.n

< A= al,nEl,n + -+ an—l,nEn—l,n + an,lEn,l +--- 4+ an,n—lEn,n—l + an,nEn,rw

D’ou
G = Vect (El,na ey Enfl,na En,la ey En,nfla En,n) .

-~

-

La famille Z¢ engendre donc G. De plus B est une sous-famille de la base canonique de £ donc %Bg
est libre. Conclusion,

Ba = Eim, - s En-1n,Eni,....Epn_1, Eny) est une sous-famille de (E; ;) base de G.

1<i,j<n’

17. On pose Br = (E;j — E;p — Enj + Env”>1<ij<n—1 et B = (Br,Bg). Montrons que A est une base

de E. Montrons que % est libre. Soient (o ;) . € RO e (Bi)1<icon—1 € R*"7! tel que

n—1 n—1
Z QG j (Ei,j - Ei,n - En,j + En,n) + Z BZEl,n + Z ﬂn—l—&—jEn,j + ﬁQn—lEn,n = Op.
1<ij<n—1 i=1 j=1

o9
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Alors,
1 0 0 -1 00 1 -1
0 0 O 0 0 0
M| T
0 0 0 O 0 0 0 0
-1 0 0 1 00 -1 1
0 O 0 O 0 0 0 0
1 0 0 -1 0 0 1 -1
+ A2 + Ao
0 O 0 O 0 0 0 0
-1 0 0 1 0 0 -1 1
+..
0 O 0 O 0 0 0 0
0 O 0 O 0 0 0 0
+ )\n_Ll + -+ /\n—l,n
1 0 0 -1 00 1 -1
-1 0 0 1 00 -1 1
00 1 0 0 0 0
0 ... 0 0 0 0 0
+ B : : +o 4 Bt :
0 0 0 0 00 ... 01
0 0 00 00 ... 00
0 0 0 0 0 0 . 00
0 0 0 0 00 ... 00
+ Bn : : + o+ Bon—1 : : = Op.
00 ... 00 0 0 0 0
10 00 00 01
D’ou, en notant s; = Z?;ll Aijettj = ?;11 Aijj et s =3 21¢i i<n—1 Nijs
ALl A2 oo M-l Pr—s1
A2.1 A2 ... Aop—1 P2— 82
: = Op.
An—l,l >\n—1,2 . An—l,n—l —Sn—1
Bn—t1 —lo ... Bop2—t PBnts
Par unicité des coeflicients d’une matrice,
Aij =0
s =0
Vi) € [Lin—1% P s v
Prn—14j —t; =0
ﬂn + S = 0

Puisque pour tout (4,5) € [1;n — 1]%, \;; = 0 par suite s; = 0 et t; = 0 ainsi que s = 0. Donc

Aij =0
Bi =0
Br-1+j =0
Bn = 0.

V(i) € [Lin =117,

10/[19)
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18.

19.

20.

21.

Finalement tous les coeflicients sont nuls. Donc la famille 4 est libre. De plus,
Card (#) = Card (Br) + Card (%q)
=(n-1>%42n-1
=n?—2n+1+4+2n—1
=n? = dim (E).

Conclusion,

‘%’ = (Ar,Bc) est une base de E‘

On admet que B est une famille génératrice de F'. Déterminons la dimension de F. Montrons que
A est une base de F' (avec un nom pareil ce serait bien dommage qu’elle ne le soit pas). La famille
PBr est une sous-famille de & et par la question précédente, £ est libre. Par conséquent, Zr est aussi
libre. De plus, on admet que B engendre F. Donc B est une base de F'. Par conséquent,

dim (F) = Card (%r) = (n —1)2.

Conclusion,

dim (F) = (n —1)*.

Déduisons-en que F' et G sont supplémentaires dans E. Par la question F et G sont en somme
directe. De plus, par la question la famille % est une base de G. Donc

dim (@) = Card (%¢)
= Card (E1pn, .- Enim, Ents- ooy Enpn—1, Enn)
=n—14n-1+4+1
=2n — 1.

De plus, par la question [18|dim (F) = (n — 1)%. Par conséquent,
dim (F) +dim (G) = (n—1)*+2n—1=n>—2n+1+2n—1=n? = dim (E).

Conclusion,

‘F et G sont supplémentaires dans E = ., (R). ‘

Soit A € H. Justifions que le réel A € R tel que AJ = JA = X J est unique. Soient (\, i) € R? tel que
Al =JA=XJ et AJ =JA=pud. Alors, \J = uJ ie. A—p)J =0,. Or J # 0,, donc A —pp = 0 ou
encore \ = u. Conclusion,

pour chaque A € H, le réel A € R tel que AJ = JA = A J est unique. ‘

Par un raisonnement d’analyse-synthese, montrons que H = F'@ Vect (J). Soit A € H. Par la question
précédente, il existe un unique A € R tel que JA = AJ = A A.

Analyse. Soient (B,C) € F x Vect (J) tel que M = B + C. Alors, C € Vect (J) donc il existe o € R,
C = aJ. De plus, B € F donc BF = F'B = 0,,. Des lors,

AJ=BJ+CJ o AT =0, +al] =aJ

Or, on observe que J? = n.J donc AJ = anJ. Or J # 0, donc A = an i.e. « = 2 car n # 0. Ainsi,

A

C=—-J
n

11/19
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Or si A est fixé, alors il existe un unique A € R et donc C est fixé de maniére unique. Puis,

B=A-C=4-2J
n

Donc de méme B est entiérement fixé de fagon unique lorsque A est fixé. Des lors, F' et Vect (J) sont
en somme directe.

Synthése. Posons B = A — %J et C = %J. Alors,

e B+C=A-2J4+27=4A
e De plus,

=AJ——nJ car A€ Het J>=nJ
n

De méme, JB =0,,. Donc B € F.
o Enfin,

C= %JEVect(J).

Cela démontre I'existence d’une décomposition, donc F' + Vect (J) = H. Conclusion,

‘H:F@Vect(J).‘

22. Déduisons-en la dimension de H. Par la question précédente,
dim (H) = dim (F') + dim (Vect (J)) .

Par la question dim (F') = 2n — 1. De plus dim (Vect (J)) = rg(J) = 1 car J # 0,, donc (J) est
libre et donc rg (J) = Card ((J)) = 1.Conclusion,

dim (H) = 2n.

Nous avons dans ce probléme déterminé la dimension de l’ensemble des matrices presque magique :
celles dont la somme sur n’importe quelle ligne donne toujours le méme résultat \ et la somme sur
n’importe quelle colonne donne toujours ce méme résultat également (elles ne sont pas magiques car
les coefficients ne sont pas forcément des entiers positifs). Joli non ?

Probléme II - Séries

Pour toute suite (ay),cn+ € (R*JF)N* de réels strictement positifs on pose
n
VYn € N*, Pp = Hak.
k=1

On précise que déterminer la nature d’une suite ou d’une série consiste a déterminer si la suite ou la série
en question converge ou diverge.
Partie 1 : Autour du cas constant

1. Soit a € R% . On suppose dans cette question que pour tout n € N*, a,, = a.

12/19
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(a) On a directement,
n n
Vn € N*, pn:Hak:Ha:a”.
k=1 k=1

Conclusion,

‘VnEN*, pn:a".‘

(b) Par la question précédente, Z Pn, est une série géométrique de raison a. Ainsi,
neN*

si a €]0;1], Z Ppp, converge.
neN*

De plus,

+oo “+oo “+oo
Dp = a = a®—1= —1= .
2= a" =) T

Dans ce cas la somme totale est donc

+oo
EZ:ZML:: ¢
n=1 1

Sia > 1, alors (pn),cy- ne converge pas vers 0. Donc

sia € [1;400], Z pr, diverge grossierement donc diverge.
neN*

2. On suppose dans cette question qu'il existe r € |1;+oo[ tel que pour tout n € N*, a,, > r. Pour tout

n € N* on a
n n

H ag = H car tous les termes sont positifs.

Or r > 1, donc ), 7" diverge en tant que série géométrique de raison r» > 1. Or
Vn € N¥, 0< 7" < pn.

Donc par le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs,

Z pp, diverge.
neN*

3. On suppose dans cette question qu’il existe r € ]0; 1] tel que pour tout n € N*, a,, < r. On observe
cette fois que pour tout n € N*, on a

n

0< Hak li[

Puisque r € ]0; 1], on en déduit que Z r™ converge. Donc par le théoréme de comparaison des séries

neN
a termes positifs,

Z pp, coOnverge.
neN*
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Partie 2 : Théoréme de comparaison pour le produit

On suppose dans cette partie que pour tout n € N*, a,, > 1.

4. Pour tout n € N*, on a a, > 0 donc pour tout n € N*, p, = [[;_; ar > 0. Donc pour tout n € N*,

n+1
11 o
Pn+1 k=1

oL a1

Pn
11 o
k=1

Donc, puisque p, > 0,
Vn € N¥, DPn+1 2 Pn-

Conclusion,

(Pn)pen~ €st croissante.

n
5. Soit (bn)pen- € (Ri)N telle que pour tout n € N*, a,, < b,. On pose pour tout n € N*, ¢, = H by.
k=1
On suppose que (g,),cy+ converge, on note g sa limite.

(a) On a pour tout n € N*, b, > a,, > 1. Donc de méme que dans la question précédente, la suite
(qn)pen- est croissante. Donc par le théoreme de convergence monotone, sa limite (lorsqu’elle
existe et c’est le cas ici) est sa borne supérieure :

q = Sup gn.
neN*

Or la borne supérieure est le plus petit des majorants, c’est donc notamment un majorant :

Vn € N*, qngq.‘

(b) Pour tout n € N*, a,, < b,,. Puisque tous les termes sont positifs,

Vn € N*, pn:Hakgnbk:%-
k=1 k=1
Donc par la question précédente,
Vn € N, DPn S qn < Q-

Donc la suite (pp), ey« st majorée par g (réel indépendant de n). De plus par la question
(Pn)pen+ est croissante. Conclusion, par le théoreme de convergence monotone,

(Pn)pen» converge.

Partie 3 : Lien produit-série

Pour toute la suite, on introduit la suite (s,),cn- définie par

Vn € N¥, sn:Zln(ak).
k=1
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6. Pour tout n € N*,

n

Sp = zn:ln(ak) —ln(H ak> =In(py).
k=1

k=1
Conclusion,

‘Vn eN*, s,=In(p,) ie p, =e*". ‘

7. On suppose que pour tout n € N*, a, = 1+ #

(a) Pour tout n € N*, on a
1 1
In(a,) =In <1 + ﬁ)

n—+00 ﬁ

1
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Puisque In (an) ~
neN* n—-+00

# et que pour tout n € N*, # > 0, par le théoreme des équivalents de séries a termes positifs,

Z In (a,) = (5p),eyn- converge.
neN*

(b) Notons s sa limite. On sait que pour tout n € N*, p, = e*». Donc par continuité de la fonction
exponentielle en s, on en déduit que

(Pn)pen- converge et nli)rfoopn =e° > 0.

(c) Puisque (py),cn- e converge pas vers 0, on en déduit que Z pn, diverge grossierement et donc

neN*
Z pp, diverge.
neN*
8. On suppose que pour tout n € N*, a,, = e
(a) Pour tout n € N*, .
1
In (a,) =In (en> =

n
Donc pour tout n € N*, s, = Z T On reconnait la série harmonique qui diverge. Conclusion,
k=1

L.
(8n)nen+ = Z — diverge.
n
neN*

b) Plus précisément, la suite (s, « est strictement croissante en tant que série de termes stric-
p neN q
tement positifs :

1

:m>0 = \V/TZEN*, Sp+1 > Sp-

Vn € N*, sp11 — Sp

Puisque qu’elle diverge, par le théoreme de convergence monotone, on en déduit que

lim s, = +o0o.
n—-+4+o0o

Donc par composition de limites,

lim p, = lim e = +ooc.
n—-+o0o n—-+o0o
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9. On suppose que pour tout n € N*, a,, = %
(a) Pour tout n € N*¥,

In(a,) =1In <1) = —In(n).

n

Donc Z In (a,) diverge grossierement. Conclusion,
neN*

(5n)nen+ = Z In (a,,) diverge.
neN*

(b) Pour tout £ € N*, on a In (a;) = —In(k) < 0. Donc pour tout n > 2,

n n—1
Sp = Z In(a) = Z In(ar) + In(a,) < In(a,) = —1In(n).
k=1 k=1
Or 1irJrrl —In(n) = —oo. Donc par le théoréme de minoration pour les suites, on en déduit que
n——+0oo
nkr—lI—loo Sn = 00

Conclusion, par composition de limites,

. converge et lim = lim e =e > =0.
(pn)neN & n%Jroopn n—-+o0o

(c¢) Par définition, pour tout n € N*,

po= L=
k=1 g kool
Conclusion,
1
n!

1
(d) On reconnait alors Z — la série exponentielle de parametre z = 1. Conclusion,
n!
neN*

1
Z Pn = Z o converge.

neN* neN*
De plus,
+0o0 +o0o 1 +00 1
k=1 k=1 k=0
Conclusion,
+oo
Z pr =e—1.
k=1

10. On suppose que a1 = 1 et pour tout n > 2, a, =1 — #
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(a) Pour tout n > 2, on a
1
In(ap,)=In(1-— 2
2

n°—1

-n ()

n 3
-1 1
N ERIES
n

=In(n—1)—In(n)+In(n+1) —In(n).

Donc
n

sp= In(ag) =In(a;) + Y (In(k—1) —In(k)) + > (In(k+1) —In(k)).
k=1 k=2

k=2

On reconnait deux sommes télescopiques. Donc

sn = In(1) + (1) — In(n) + In (n + 1) — In(2) = In (1 + %) ~In(2).

Conclusion,
o0
(8n)pen+ coOnverge et l;lln (ag) = ngr}rloo sp = —1In(2).

(b) Par continuité de la fonction exponentielle en —In(2), on en déduit que

1
1 g 1 Sn = e 11’1(2) = —
(Pn)pen+ converge et HESI}OO Dn nll}rfooe e 5"

Partie 4 : Pour finir
On pose pour tout n € N*, u,, = a, — 1.

11. On suppose que Z uy, converge absolument. Pour tout n € N*, on a
neN*

In(a,) =In (14 uy,).

Puisque Z uy converge absolument, notamment elle converge. En particulier, lim, o un, = O.
neN*
Donc

In (ay,) W Un = IIn (ay,)| Mete [un | -

Or Z u, converge absolument donc Z |upn| converge. De plus |In (ay,)] Mete |un| et pour tout

neN* neN*
n € N* |u,| > 0. Donc par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs, Z IIn (ay,)]
neN*
converge i.e. >, oy« In (a,) converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence.
Conclusion,

Z In (an) = (Sn),en+ converge.
neN*

12. On suppose que Z U, converge et que Z u,% converge. On pose pour tout n € N*, v, = Z—Z.
neN* neN*
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(a)

Pour tout n € N*, on a
In (a,) =In(1+uy,).

Or la série g up, converge donc (uy), - converge vers 0. Des lors,
neN*

In(l+u,) = u,—-2+o(uy).

n——4o00 2

Par suite, )
Up — In (1 + up) e %—I—o(ui) ~ In
Or par hypothese, Z u% converge donc Z u—% converge. On a
neN* neN*
o Uy —In(1+4uy) Mete %

* u2
e VneN*, 3 >0.
Donc par le théoréme des équivalents des séries a termes positifs,

> (un —In(1+uy)) converge.
neN*

Or par hypothese, Z uy converge. Ainsi, Z In(14u,) = Z Uy, — Z (up, — In (1 4 uy))

neN* neN* neN* neN*
converge en tant que différence de deux séries convergentes :

($n)pen+ = Z In (an) = Z In (1 + uy) converge.
neN* neN*

On pose par convention pg = 1.
Pour tout n € N*, on a sin > 2,

Pn

Up = ap — 1 = -1 car pp,—1 >0
Pn—1
La formule reste vraie pourn =1, u1 =a1 —1=p; — 1= % — 1 car pg = 1. Donc
Pn_ 1
U Po_1 1 1
VnEN*, 'Un:l: Pn—1 — _ =
Pn Pn Pn—-1  Pn
Conclusion,
1 1
Vn € N*, Up = -
Pn—1 DPn
: . 1 1 . ) .
Par la question précédente, Z Up = Z — — . On reconnait une somme télescopique.
neN* nen “Pn—1 Pn
Donc . .
1 1 1 1 1
=1 =1 “Pk—1 Pk Po  Pn Dn

Par la question (8n)pen+ converge. Notons s sa somme totale/sa limite. Puisque pour tout
n € N*, p,, = e**, par continuité de I’exponentielle, on en déduit que

(Pn)pen converge vers e® > 0.

Donc g vy, converge vers 1 —e~%. Conclusion,
neN*

E Un COnverge.
neN*
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13. On suppose que Z u, converge et que Z ui diverge. Puisque Z up converge, (Uy),cn- tend

neN* neN* neN*
vers 0. Donc de méme que précédemment

u2
—In(1 ~
Un n ( + un) n—+oo 2
L uf u2 u2 L
La série E —* diverge, , —In (1 + uy,) N =+ et pour tout n € N*, =+ > (. Donc par le théoreme
n—-+0oo

neEN*
des équivalents des séries a termes positifs, on en déduit que

Z (up, —In (1 +uy)) diverge.
neN*

Plus précisément puisque
2
U
Uy —In(1+u,) ~ 2

n—+oo 2

On en déduit qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, u, — In (1 + u,) > 0. Par suite, la série
Z up, — In (1 4+ uy,) est croissante. Puisqu’elle diverge, par le théoréeme de convergence monotone, on

nz=ng
en déduit que

n
ngr}rloog_:luk —In (14 uy) = +oo.

D’autre part, Z uy, converge. Notons U sa limite :
neN*
n
lim Z up, = U.

N
n—-+oo pt

Alors Z In(1+u,) = Z Up — Z (up, —In (1 + uy,)) est la différence d’une série convergente et
neN* neN* neN*
d’une série divergente.

Attention, je rappelle que l’on ne peut rien dire de la différence de deux séries divergentes.

Nécessairement,

n
Z In (14 u,) diverge et méme nll)rfoo Z In(1+wug) =U— 00 =—o0.
neN* k=1

D’ou,

(8n)pen+ = Z In(a,) = Z In (1 + u,) diverge vers —oo.
neN* neN*

Or pour tout n € N*, p,, = e**. Conclusion,

(Pn)pen» converge vers 0.
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