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Corrigé du Devoir Surveillé 8
Applications linéaires, intégration

Exercice I - Applications linéaires

On considere 'application f et I’ensemble F' suivants :

f: R — R3

x —r—2y+2z et F:{UER?’\f(u):u}
Y| — rT+2y—z
z z

On note classiquement % = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.

1. Montrons que f est un endomorphisme de R3. Soient (A, ) € R? et u = (21,91,21) € R3 et v =
(72,72, 22) € R3. On a les égalités entre vecteurs suivants :

1 T2 Ay + pry
fQutpo)=f AMwn| +ply| | =F| [Avy+ e
21 29 A21 + pzo

—Axy — pxe — 2 Y1 — 2uy2 + 2 A 21 + 2uz
= | Azi+pze+2Ay2 +2py2 — A2 — p2e

A 21+ pz
—x1 — 2y1 + 22 —x9 — 2y + 229
=AN| z1+2y1—21 | +p| 224 2y2 — 29
21 Z2

= A f(u) + pf(v).

Donc f est une application linéaire de R? dans R2. Conclusion,

f est un endomorphisme de R?, f € .& (R3).

2. Déduisons-en que F est un sous-espace vectoriel de R3. Par différence de deux endomorphismes, on
en déduit que g = f — Idg est un endomorphisme de R3. Or

F:{UGR3|f(u):u}:{u€R3}f(u)—u:ORs}:{ueRg’g(u)zORg}:Ker(g).

L’application g étant linéaire, Ker (g) est un sous-espace vectoriel de R3. Conclusion,

F est un sous-espace vectoriel de R3.
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3. Soit u = (z,y, z) € R3. On a les équivalences suivantes :

—x — 2y + 2z 0
u € Ker (f) &= f(u) = Ops 3:—1—2y—z =10
0
—r—2y+22=0
r+2y—z=0
z=0
—x—2y=0
z+2y=20
z=0

z=0

Ainsi

-2
y €R 3 = Vect 1

Ker (f) = y | €R3
0

Le vecteur (—2,1,0) étant non nul il constitue une base de Ker (f).

‘L’espace Ker (f) est donc de dimension 1. ‘

Le noyau de f n’était pas réduit au vecteur nul, on en déduit également que

‘ f n’est pas injective ‘

car L1 =

—Lo.

4. Puisque R3 est de dimension finie, par le théoréme du rang, on a, par la question précédente,

rg (f) = dim (R?) — dim (Ker (f)) =3 —1=2.

Donc

rg (f) = 2.

On observe que dim (Im (f)) = rg (f) =2 # 3 = dim (R?). Donc Im (f) # R?. Conclusion,

‘l’application f n’est pas surjective.‘

5. La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) étant une base de R3, on a

1 0 0
Im(f)=Vect [ f| |O| |,f| |1| ),f| |O
0 0 1
(-1 [-2 2
= Vect 1(,121],]|-1
0| O 1
= Vect _11 8 (1] Cy = Oy =20,
- ’ ’ C3 «+ C3+2C,
0| [0] |1
11 701
Im (f) = Vect 11,1
L O - _1_
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Les vecteurs (—1,1,0) et (0,1, 1) sont deux vecteurs non colinéaires et donc forment une famille libre
de Im (f). Conclusion,

Im (f) = Vect ((~1,1,0),(0,1,1)) .|

6. Méthode 1, par l’image. Montrons que Ker (f) + Im (f) = R3. A 'aide des questions 3. et [5., on a

-2 -1
= Vect 1,111,

—92]
Ker (f) + Im (f) = Vect 1 + Vect <
0
1
0 1

Or les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré. Par conséquent,

-1 -2 0
Ker (f) + Im (f) = Vect 1,1 11,1 Ch < Cy
0] Lo [1
"1 To1 To
= Vect 1],(-1(,]1 Co <+ Cy — 20,
L - - - _1_
—1] [0 [0
C1+ C1+ 0y
= Vect 0f,[-1],]0
o] o] |1 C3+ C3+ 0y
1 0 0
—vect | |0],]1],]0 ?::gl
o] (o] |1 2 2
=R3 car on reconnait la base canonique de R?.

De plus par le théoréme du rang, puisque R? est de dimension finie, on sait que
dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (R?) .

Donc par la caractérisation des espaces supplémentaires en dimension finie, on en déduit que

Ker (f) et Im (f) sont supplémentaires dans R3.

Méthode 2, par le noyau. Soit u € Ker (f)NIm (f). Le vecteur u appartenant a Ker (f), par la question
onau € Vect (—2,1,0). Donc il existe A € R tel que u = (=2 A, A, 0). On sait de plus que u € Im (f)
et donc par la question [5.|u € Vect ((—1,1,0) , (0,1,1)) et il existe (u1, p2) tel que

2 1 0 —in
u=| X | =p | 1| +p |1 = |p+pe
0 0 1 2
Ainsi,
—2A=—m A=15 o=
)\:,u1+/t2 = )\:,ul = )\:,u1 = ,ulz)\:,ugzo.
0= pe p2 =0 p2 =0

Par conséquent v = Ogs. On a donc montré que Ker (f)NIm (f) C {Ogs}. L’ensemble Ker (f) NIm (f)
étant un espace vectoriel (intersection de deux espaces vectoriels), I'inclusion réciproque est également
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vraie et donc Ker (f)NIm (f) = {Ogs} et les espaces Ker (f) et Im (f) sont en somme directe. De plus
par le théoréme du rang, puisque R? est de dimension finie, on sait que

dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (R?) .

Donc par la caractérisation des espaces supplémentaires en dimension finie, on en déduit que

Ker (f) et Im (f) sont supplémentaires dans R3.

. Montrons que F' = Im (f). Soit u € F, alors par définition de F', f(u) = u. Le vecteur u est donc

sa propre image, en particulier u admet un antécédent (lui méme) par f. Donc u € Im (f). Ainsi
F CIm(f).

Réciproquement, soit u € Im (f). Par la question [5.} il existe (u1, u2) € R? tel que

—1 0 —H1
u=yp1 | 1| +p2 |1 = |p1+ pe
0 1 H2
Des lors,
—H1 = (=) = 2 (1 + p2) + 2p2 —p1
fluw)=f M1+ p2 = —p1 2 (p1 + p2) — pe2 = |pu1+ pe| = u.
2 H2 2
Donc u € F. Ainsi Im (f) C F.
Conclusion, F' = Im (f). ‘
. On a les égalités vectorielles suivantes :
(1 —(-1) -2 ~1
FPle)=Fffle)=F( 1 =| -1+2 | =1
L 0 L 0 0
[—2] —(=2)—2x2 —2
Ple)=f(fle))=rf|]2]])=] —2+2x2 | =]2
LY L 0 0
(27 (—2-2x(-1)+2] [2
FPles)=Ff(fles))=F( |-1]| |=|2+2x(-1)—1 | =|-1
1] I 1 1
Conclusion,
—1 -9 ) T
f2 (61) = 1 s f2 (62) = 2 s f2 (63) = | -1
0 0 1]

. Par la question précédente, on remarque que f2(e1) = f(e1), f2(ea) = f(e2), et f2(e3) = f (e3).
Donc f et f2? sont deux applications linéaires qui coincident sur une base de R3. D’apres le cours on a
vu qu’il existe une unique application linéaire dont I'image de % donne (f (e1), f (e2), f (e3)). Donc
par unicité, on en déduit que f2 = f.

Conclusion, ‘ f est un projecteur de R3. ‘
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Probléeme II - Applications linéaires

Soit F un espace vectoriel réel quelconque, et f un endomorphisme de E.
Partie 1 : Préliminaire
1. Soit (g, h) € Z(E)?. Montrons que :
(%) goh =0y < Im(h) C Ker(g)
Rédaction 1. On a les équivalences suivantes :
goh=0gE <= Yuek, g(h(u)) =0g

< Yue€ E, h(u) € Ker(g)
<~ {h(u)|ue E} CKer(g)

<= Im(h) C Ker(g)

Conclusion : V(g,h) € Z(E)?, goh =0y <= Im(h) C Ker(g).

Rédaction 2. Supposons goh = 0.4 gy. Montrons que Im (h) C Ker (g). Soit y € Im (h). Alors il existe
x € E, y = h(z). Deés lors,

g(y) =g(h(z)) =goh(z) =0g  car goh=0gp).
Donc y € Ker (g). D’ou Im (h) C Ker (g).

Réciproquement, supposons Im (h) C Ker(g). Montrons que goh = 0 (). Soit x € E. Alors,
h(z) € Im (h) et donc h(x) € Ker (g) d’apres notre hypothese. Donc

g (h(z)) =0p & goh(z) =0p.

Ceci étant vrai pour 2 € E quelconque, on en déduit que g o h = 0 4 (). Conclusion,

goh=0gp & Im (h) C Ker (g) .

Partie 2 : Avec un polynéme de degré 2 (D’aprés Banque PT 2018)
2. Soit (A, 1) € R% Pour tout u € E, on a I’équivalence suivante :
u=Af(u) —2u] +p[f(u) —u] <= u=N\+p)f(u)+(—2X—pu

IL surFIT alors de chercher des réels A, p tels que :

-2\ — n = 1 L2<—<L:2—>F2L1 n = 1 {

Posons alors (A, u) = (—1,1) € R2,

Conclusion : (A, u) = (—1,1) convient.‘

E > Im(f — 2Idg) + Im(f — Idg) (i)

3. Montrons que E =Im(f — 2Idg) + Im(f — Idg) i.e. { ECIm(f —20dp) + Tm(f — Idg) (if) °
e Comme f —2Idg et f — Idg sont des endomorphismes de F, il vient que :

Im(f —2ldp) +Im(f —1dg) C B

~~

sev de E sev de B
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e Soit u € E. Montrons que v € Im(f — 2Idg) + Im(f — Idg).
D’apres 2a), on a les égalités vectorielles suivantes :

u o= —(f(u) = 2u) + (f(u) —u)
= —(f—2Idg)(u) + (f —Idg)(u) par propriétés sur les fonctions
= (f—2Idg)(—u)+ (f —Idg)(u) par linéarité de f — 2Idg

EIm(ftQIdE) elm(f—Idg)

Conclusion : £ = Im(f — 2Idg) + Im(f — Idp). |

4.« Montrons que Im(f — Idg) C Ker(f — 2Idg) %E) (f —2Idg) o (f —IdEg) = Og(p).
On a les égalités fonctionnelles suivantes :
(f=20dg)o (f —Tdg) = ()f*+ (2= Df+ Mg = f* =3f +2dp | =  Ogp
f2=3f—2Idp
o Montrons que Im(f — 2Idg) C Ker(f — Idg) %f) (f =Idg) o (f —2Idg) = 0.¢(p).

Le calcul est analogue au précédent.

Conclusion : Im(f —Idg) C Ker(f —2Idg) et Im(f —2Idg) C Ker(f —Idg). ‘

E=F+G (i)

5. Montrons que F = Ker(f — 2Idg) ® Ker(f — Idg) i.e. { FNG={0p} (i1

=F =G
Trivial.

On a l’inclusion ensembliste suivante :

E=Im(f —Idg) +Im(f — 2Idg) C F+ G

CF d’apreés 2b) CG d’apreés 2b)

Trivial.

. . u € Ker(f —2Idg) . f(u)
Soit u € FFNG ie. { u € Ker(f — Idp) i.e. { F(u)

Montrons que u = Og.
Sachant que f(u) = 2u = u, on a les équivalences suivantes :

2u
U

2u=u<=u=0g

Conclusion : on a bien montré que £ = F & G. ‘

6. On a précédemment montré que F = Ker(f — 2Idg) @ Ker(f — Idg).

=F =G
Comme FE est de dimension finie, ses sous-espaces vectoriels F' et G le sont aussi, ce qui autorise a

poser la famille B = (Br, Ba) avec Br et B des bases respectives de F et G.
A est une base de F (7)

Vérifi B t{ .
CHHons que & COMVIEIE 1€ yy € 2 , f(u) et u sont colinéaires (i)

(1) | Comme E = F @ G, il vient par la concaténation des bases que Z = (Ar, B¢) est une base de

Soit u € B = (Br, Bc). Montrons que f(u) et u sont colinéaires.
Comme u € B = (ABr, Ba), il vient que :

6/29



-
o
e Mathématiques PTSI, DS8 Cor Samedi 19 Avril

u € Br u€eF u € Ker(f — 2Idg) flu) =2u
ou d’ou : ou d’ou : ou d’ou : ou
u € Ba ueG u € Ker(f — Idg) flu)=u

Autrement dit, f(u) et u sont toujours colinéaires.

Conclusion : il existe bien une base # de E telle que, pour tout u € A, f(u) et u sont colinéaires. ‘

Partie 3 : Avec un polynéme de degré 3 (D’aprés Banque PT 2014)
7. Montrons que Ker(f? + f +Idg) NKer(f —Idg) = {0g}.
Trivial.

Soit u € Ker(f? + f +1dg) NKer(f — Idg) i.e. :

{uGKer(f—IdE) ‘e {f(u):
ueKer(f?+ f+Idg) L f?

Montrons que u = 0g.
On a les égalités vectorielles suivantes :

= f2(yu u)+u= U u)ru = u LlPiry v
0p = f2(u) + () +u = F(F@) + f) +u = flw)+2u = 3

D’ou u = 0g.

Conclusion : Ker(f? + f +Idg) NKer(f — Idg) = {0g}.

8. (a) On a les égalités vectorielles suivantes :

o (PHf+1dp)v) = (f2+f+1dp) (2Ll
= % [2]('2 (U) - f4(u) - fg(u) + Qf(u) - fs(u) - f2(u) +2u — f2 (u) - f(u)] pmpriélf(zézzﬁélief({ncti(ms
= 2[@2-1-Dfu) +(-14+2-1)f(u) + (-1 +2 - 1)u] car f3=f
= 0g

o (@) = (W) + )+ )
= L)+ )+ ()~ ) )~ ) e b e
- 0 car f* = f
Conclusion : (f%+ f +1dg)(v) = (f — Idg)(w) = 0p.

(b) Trivialement, on a I’égalité u = v + w.
On a alors établi le résultat suivant :

Vo€ B, u= g (2u— ) ~ f()) + 5 (P + ) +u)

eKer(f2+f+Idg) eKer(}r—IdE)
Ce qui signifie en terme ensembliste :

E C Ker(f? + f +1dg) + Ker(f — Idg)

L’autre inclusion étant toujours vraie, on en déduit :
Conclusion : E = Ker(f? + f + Idg) + Ker(f — Idg).

9. Montrons que E = Ker(f? + f + Idg) @ Ker(f — Idg)

7/
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) {Ker(f2+f+IdE)ﬁKer(f—IdE) = {OE}
1.

Ker(f2 + f + Idg) + Ker(f — Idg)

(7) | Démontré en question 6.

Démontré en question 7.

Conclusion,

I
&=

E =Ker(f?+ f +Idg) @ Ker(f — Idg).
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Probleme III - Intégration

On considere la fonction f définie sur R par

arctan(x) si 7& 0

Vo € R, f(:z:):{ v

1 siz=0.
Partie 1 : Etude de f

1. Montrons que f est continue sur R. La fonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions
qui le sont et dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on sait que

arctan(z) ~ .

x—0
Donc z
z—0 x
x#0
Par suite,

lim f(x) = 1 = f(0).

z#0
Donc f est continue en 0. Conclusion,

‘la fonction f est continue sur R. ‘

2. Etudions la parité de f. La fonction f est définie sur R et ’ensemble R est centré en 0. De plus pour
tout z € R*,
_arctan (—z)  arctan(z)

f(—z) = = = f(x) car arctan est impaire.
—x T

Encore vraie en 0 et donc

Ve eR, f(—x)=f(z).

Conclusion,

‘la fonction f est paire. ‘

3. Montrons que f est €' sur R.

e La fonction f est continue sur R d’apres la question

« La fonction f est €' sur R* comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne
s’annule pas.

e Pour tout x € R*,

— arctan(z) - (1+ z?) arctan(z)

) = B2

x2 N (14 22)2?
Or arctan(x) =%~ % + 0 (2*). Donc
xT
3
z— (1+ x2) arctan(x) ot (1+ :c2) (:1: - % +o (w3)>
a? 3 3
STt e + o (z°)
223 3
0 _? +o (x )
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Donc s
=

@) = =5 ==

=0 x2 3
#

En particulier, lir% f(z) existe dans R et vaut 0.
x—
z#0

Par le théoréme de prolongement ¢, on en déduit que f est €' en 0 et f/(0) = 0. Or f est €' sur
R*. Conclusion,

la fonction f est €' sur R.

4. Déterminons un développement limité & ’ordre 2 de f en 0. On sait que arctan(x) =% %3 +o0 (:U3)
T—
Donc
f@) = 1= 2 o0 ()
. :z::>0 3 o)
On note que la formule fonctionne bien en 0 également. Conclusion,
f@) = 1% +o(a?)
.I' x:>0 3 o)
e g2 22
5. Montrons que pour tout z > 0, / ———dt=——f(x).
que p ) 118 5 f(@)
Soit = € ]0; +o00[. Posons
_ 1
vier, |0 = "
v(t) =t.
Les fonctions u et v sont €' sur R et
P () I
VteR, {" (t) = 2(1+12)% T 201487 T (1442)°
V'(t) = 1.
Donc par intégration par parties,
/ e dt= [—2} —/ T
0o (1+1¢2) 20+, Jo 21412
- T n 1 /3” 1 a
Co2(14a22) 2 1412
T 1 =
= —m + 3 larctan(t)],—
L x n arctan(z)
o 2(1 4 2?) 2
D’autre part, par la question [3]
2 £(x) z? x — (1 + 2?) arctan(z) x N arctan(z)
T )= -2 - _
2 2 (1+ 22) 22 2(1+x2) 2

Conclusion,

T t2 x2/
Vo >0, /7dt:—— ).
0 (1+1¢2)° g /@)

10/]20]
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6. Déduisons-en que f est décroissante sur RY . Par la question précédente, pour tout = > 0,

2 [T 2

-5 ——dt.
22 Jo (1+12)°

fi(x) =

2
Soit 2 > 0. Pour tout t € [0; ], ﬁ = (#) > 0. Donc par croissance de 'intégrale car x > 0,

T +2
/ L dt>0
o (1+1¢?)

Vo >0, f(x)<0.

D’ou,

Conclusion,

la fonction f est décroissante sur R7.

7. Déterminons le tableau de variation complet de f sur R. On sait que f(0) = 1 et f est décroissante
sur R* et donc par continuité en 0 (par la question f est décroissante sur R. De plus,

t 2
lim f(z)= lim arctan(z) =« ull » = 0.
T—r~400 r—+00 x —+00
Ainsi,
x 0 “+00
1

0
Par parité de la fonction f, on conclut que
x —00 0 +00
1
0 0

Partie 2 : Une intégrale a bornes variables

Pour tout z € R*, on pose

Glz) = /1 / £t dt.

8. Justifions que G est bien définie sur R*. Soit # € R*. Alors z et & existe. De plus par la question

X
la fonction f est continue sur R donc sur [%, x} ou [l‘; %] Des lors, G(x) existe. Ceci étant vrai pour

tout z € R, on en conclut que

’1& fonction G est définie sur R*. ‘

11/]20
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9. Montrons que G est impaire. Notons tout d’abord que R* est un ensemble centré en 0. Soit x € R*.

On a .
G (~x) :/ (b dt.
—1/x
Posons s = —t i.e. t = —s. Sit = —1/x, s = 1/x,si t = —x, s = x. La fonction s — —s est €' sur R

et dt = —ds. Des lors,

8

= —/ f(s)ds car f est paire d’apres
1/x

= —G(x).

Conclusion,

‘1& fonction G est impaire. ‘

On souhaite calculer G par deux méthodes :
10. Méthode 1.

(a) Soit > 0. A l'aide du changement de variable s = %, montrons que
1 T T
/ £ty dt = Zln(z) — / (b dt.
1)z 2 1

Posons s = 1 i.e. t = 1/s. Sit =1/, s =z et sit =1, s = 1. La fonction s — 1 est ¢! sur

]0; +00]. Or puisque = > 0, alors % > 0 et donc [%, 1] ou [1;1/x] est inclus dans ]0; 00| donc

s+ 1/s est € sur cet intervalle et dt = —%. Donc par le théoreme de changement de variable,

0= [1(5) (5a)e

z 1\ 1
= [ (5) e
1 s/ s

/1’ arctan (%) 1 q
= —%2 —ds
1

1 52
S
T arctan (%)
= —54 ds.
/1 S
Or, on sait que pour tout s > 0, arctan(s) + arctan (%) = % donc

1
Vs >0, arctan (> = g — arctan(s).

S

D’ou

/11 )t = /1"5 7/2 — arctan(s) ds

/x §
_ [T ds — /x arctan(s) ds
1 28 1 S
7T S=T *
=y Mlshli= = | fls)ds
= gln(x) —0— [ f(¢)dt car la variable d’intégration est muette.
1
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Conclusion,

1 T x
ve>0, [ f(td= T —/1 (b dt.

(b) Soit z > 0. Par la question précédente,
T 1
/ fOdt+ [ ft)dt = Zin(z).
1 1/x 2
Par la relation de Chasles,
/ fOdt=T(z) o  G@) =)
1/z 2 2

Conclusion,

Vo €RY, G(z) = gln(m‘).

C’est beau non ? Avec de ’arctangeante, on construit du logarithme. C’est de l’alchimie ou méme
de la magie!

11. Méthode 2.

(a) Exprimons G & I’aide d’une primitive de f et déduisons-en que G est € sur R% . Soit > 0.
Posons

F:x»—>/mf(t)dt.
1

La fonction f est continue sur R donc par le théoréme fondamental de ’analyse, la fonction F
est une primitive de f sur R et est donc notamment %' sur R. De plus, pour tout = > 0,

Ga)= [ ft)dt = F(z)— F (1) .

1/z €

Conclusion,

Vo > 0, G(:z:):F(x)—F<1>.

T

La fonction x — % est €1 sur ]0; +o0] et la fonction F est €' sur R. Par différence et composée,

la fonction G est € sur ]0; +-ocol.

(b) Montrons que
VzeRY, G'(z)=—.

Soit x € RY.. Par la question précédente, on a

o= (- (1))

) | arctan (1 1
_arc an(ﬂf)_i_iarc aln(x) cara:#()et;?éo

x 22

x

arctan(z) N arctan ()

xr X

_ arctan(zr) + arctan (1)

x

SHINE

car x > 0.

13/20]
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Conclusion,

Vr e R},

G'(z) =

T
2z

(¢) Retrouvons alors le résultat de la question Par la question précédente, R% étant un intervalle,
on obtient

JK € R, Vx € ]0; +00],

G(z) = §ln(x) + K.

™

Déterminons la constante K. Pour x = 1, on a par définition,

:/11

Donc 0 = §1In(1) + K = K. Conclusion,

ft)dt =

Ve eRL, G(z)=

s

(),

et on retrouve bien le résultat de la question

12. Pour tout n € N*, on pose

Montrons que (Sp),cn- converge et montrons que

Pour tout n € N*, on observe que

" arctan (3k+n)
z:: 3k+n

3

Retrouvons une somme de Riemann. Posons a = 5 Let on veut b = je.b—a= 3 donc b = a—i—% =

2 + 3 5 =2.0On pose donc a =1/2 et b=2. On alors, ®

(3

On reconnait alors bien une somme de Riemann. Or f est continue sur [a;b] =

déduit que

en+ converge

Par ce qui précede,

Sn

3 n
2nkz::1
b—a

_1
3
_1
3 n hy

a

~ on

—a __ 3
=2 =5 Donc

+k

)
2n

/
0 -
z::lf<a~|—k “).

n

et
. 12
Jim 5= [ swar= o)
s ™

[1/2;2]. Donc on en
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Partie 3 : Une suite d’intégrales

Pour tout n € N*, on pose

I _/1 arctan(t) d&t
" on+t

13. Justifions que pour tout n € N*, I, existe. Soit n € N*. Alors pour tout ¢ € [0;1], n+¢ > n > 0. Donc

PN arctan(t)

¢ est continue sur [0;1]. Dés lors, I, existe. Conclusion,

‘pour tout n € N*, I, existe. ‘

14. Montrons que la suite (1) est monotone et précisons sa monotonie. Soit n € N*. Pour tout

t €[0;1], on a

neN*

O<n+t<n+1+t.

Donc
1 1
<

0< < .
n+1+¢t n+t

De plus, arctan(t) > 0 donc
arctan(t) < arctan(t)

Sn+l+t o n+t
Par croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,

0 < In+1 g In

Conclusion,

La suite (/,,),,cn- est décroissante.

15. Déduisons-en que la suite (1), oy converge. Pour tout n € N* et tout ¢ € [0;1], on a

arctan(t)
n+t

X

Donc par positivité de I'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,
Yn e N*, 0<I,.

Ainsi la suite (1), oy est minorée par 0. Or par la question précédente, (1) est décroissante.

Donc par le théoréme de convergence monotone,

neN*

la suite (1), cn+ converge.

16. Justifions que pour tout n € N* et tout ¢ € [0; 1],

arctan(t) =
L
n+t 4n

Soit n € N*. Par croissance de la fonction arctan sur R et donc sur [0; 1],
Vt € [0;1], 0= arctan(0) < arctan(t) < arctan (1) = %

De plus, n 4+t > n > 0. Donc

arctan(t) . ™
n+t 4n+t)

vt e0;1], 0<

Or n+t > n. Donc R%Lt < % Conclusion,

vte(0:1], o< atanl) T
n-+t 4n

15 /120
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17.

18.

19.

Déduisons-en la limite de la suite (1), oy« Par la question précédente et la croissance de 'intégrale,
car les bornes sont dans le bon sens,

1 1 t t 1
Vn € N*, /Odtg/ arcan()dtg/ Ta e o<, <.
0 0 n+t 0o 4n

T
Or lim -— = 0. Conclusion, par le théoreme d’encadrement,

n—-+oo 4n
lim I, =0.
n—-+00
1
Soit I = / arctan(t) dt. Montrons que
0
[T In(2)
4 2
Posons
t) =1t
vt € [0;1], ut)
v(t) = arctan(t).

Les fonctions u et v sont ¢! sur [0;1] et

vt € [0;1], {
Donc par intégration par parties,

1
I:/ arctan(t) d¢
0

T ¢
t=1
= [tarctan(t)],—, — /0 1+¢2 dt
1 2 =
= arctan(l) — 0 — { In(|1+1¢ }
o ln(2)
=1 9
Conclusion,
- L In(2)
4 2
Montrons que
neN, —— <<
n+1 n

Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0;1], on a
O<n<<n+t<n+1.

Donc

Or arctan(t) > 0 donc

arctan(t) . arctan(t) < arctan(t)
n+1 = n+t n

16/20]
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Par croissance de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

/1 arctan(t) 4t < /1 arctan(t) gt < /1 arctan(t) dt
0 = Jo = Jo

1

ar

n+1 n+t n
! /1 tan(t)dt < I, < 1/ tan(t) dt
arctan <I,< - ctan .
n+1Jo "y
Conclusion,
I I
VneN, —— <I,<~.
n+1 n
20. Déduisons-en un équivalent simple de I, quand n — +oc. On a n B + 1 donc par passage a
n oo
I'inverse,
1 1 1 1
Z o~ o~ I1#0
n n—+oo n + 1 n n—+oo n + 1 car I.7

Donc par la question précédente et le théoreme d’encadrement des équivalents,

I  7—2In(2)
L, ~ —=—7—-
n—+co 1 4dn
Conclusion,
m—21In(2)
L, ~ ——=.
n—+o00 4dn

Partie 4 : Une moyenne continue

Pour tout z € R*, on définit,

pla) = JCED

21. Justifions que @ est bien définie sur R*. Soit « € R*. Par la question [L|la fonction f est continue sur
R donc sur [0;z] (ou [z;0]) donc [ f(t)dt existe. De plus, z # 0 donc L existe. Ceci étant vrai pour
tout € R*, on en déduit que

‘la fonction ¢ est bien définie sur R*.

22. Déterminons la parité de ¢. On commence par noter que R* est centré en 0. De plus,

1 —T
Vo €RY, o(—z)= —5/ F(b)dt
0
1 T
=—= / f(=s)(-1)ds en posant s = —t comme dans la question
x Jo
1 T
=— [ f(s)ds car f est paire
x Jo
= ().

Conclusion,

’la fonction ¢ est paire.

23. Déterminons un développement limité a I'ordre 2 de ¢ en 0. Par la question {4.| f(z) = 1— %2 +o0 (2?).
r—r

De plus, comme f est continue sur R, par le théoreme fondamental de ’analyse,

ngx’—>/$f(t)dt
0

17/120)
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24.

25.

26.

27.

est une primitive de f sur R. Donc par le théoréme de primitivation du développement limité,

3 3

Fo(a:)zioFo(O)—i-x—%—i-o(x?’) =2—"—+o0(2%).

Or pour tout z € R*, (z) = L Fy(z). Conclusion,

2

o(z) = 1- % +0(x2).
#

Déduisons-en que ¢ est prolongeable par continuité en 0. On note encore ¢ la nouvelle fonction
prolongée. Précisons ¢(0). Par la question précédente,

lim p(x) = 1 et donc existe dans R.
w20

Conclusion,

‘<p est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1. ‘

Justifions que ¢ est dérivable en 0 et précisons ¢'(0). Par la précédente, le développement limité de
la question [23] est encore vraie en 0. Donc
2
-1 2
go(x)zzol 9—|—o(m).

Par troncature, ¢ admet un développement limité d’ordre 1 en 0 : f(x) =, 14+0xz+o0 (x). Conclusion,
r—

la fonction ¢ est dérivable en 0 et ¢’(0) = 1.

Montrons que ¢ est dérivable sur R* et précisons sa dérivée en fonction de f et de ¢. On a vu que
pour tout z € R*,
Fy(z)
p(r) = ;
x

avec Fy une primitive de f et donc €' sur R. Par quotient de fonctions €' sur R* dont le dénominateur
ne s’annule pas,

la fonction ¢ est € sur R*.

De plus,
Ve e R, of(a) = DT J@e S R@) () B g o)
Conclusion,
Vo e R, (z)= f(z) ; ¢(z)

Montrons que pour tout z € R%, f(x) < ¢(x) < 1. Soit € R¥. Par la question |7.|la fonction f est
décroissante sur Ry donc sur [0; 2] :

vte[0sz], 1=f(0)=f(t) = f(z).

Par croissance de l'intégrale car x > 0,

/Oxf(x)dtéfoxf(t)dtéfoxldt & l‘f(x)</orf(t)dt<x

Conclusion,

Ve e Ry, (o) <o) < L.

18/20]
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28.

29.

30.

Déduisons-en les variations de ¢ sur R. Par la question Ve € R*, ¢'(z) = M et par la
question précédente, Vz € R* | f(x) — p(z) < 0. Donc

Ve RY, ¢/(x) <0.

La fonction ¢ est donc décroissante sur R* . Par continuité de la fonction ¢ en 0, on en déduit que
@ est décroissante sur R,. Par parité de la fonction ¢, on en déduit que ¢ est croissante sur R_.
Conclusion,

dt = 0. Soit > 1. On observe que

1 [* arctan(t
Montrons que lim — / 7()
rz—+oo I J1 t

Vt e [1;2] C Ry, 0 < arctan(t) < g

Donc

t t
vte 1], ogamjnUd car t > 0.

Par croissance de l'intégrale car x > 1,

T arctan(t) T v =g TIn(z)
0< ——dt < —dt = = [In(|t])],=7 =
| == [ gt =5 m (et = 5
Ainsi,
1 /% arctan(t 1
Vo > 1, og—/ arctan(t) \,  7TIn(@) o)
x J1 t 2x
1
Par croissance comparée, lim mIn(z) = 0. conclusion, par le théoréme d’encadrement,
z—+o00 2%

1 xT
lim — / arctan(t) g, _
1

T—+00 T t

Déduisons-en 11)111 ©(z). Pour tout « > 1, par la relation de Chasles,
X oo

T arctan(t)

go(a:):i/oxf(t)dt:i/olf(t)dt—ir;/l ey

1
Puisque J = / f(t) dt est un nombre fixé indépendant de x, on a
0

1 1
lim — =0.
dm 2 ) F0d=0
Donc par somme et la question précédente, on en conclut que
li =0.

19/20]
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31. Montrons que

Par la question précédente,

* arctan(t)

1 /1 1
Vol @)= [ rwae s [P0

Or 1 <2 — +ooln(z) donc

rma=g = o(Tuw) < o(™2) = o(™2).

De plus, par la question [29]

xr
vr>1, 0< 1/ arctan(t) dr < 7 n(z)
T J1 t 2z
En particulier,
1/’” arctan(t) d = (ln(x))
x )1 t z—+00 x '

Par somme,

20/]20]



