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Problème 1 - Représentation matricielle

Partie 1 : Mise en place des matrices

On note j le complexe j = ei 2π
3 . Dans le C-espace vectoriel F (C,C), on définit les fonctions sui-

vantes :
f1 : C → C

x 7→ ex , f2 : C → C
x 7→ ejx , f3 : C → C

x 7→ ej2x .

On pose alors C = (f1, f2, f3) et E = VectC (C ). On note également

τ : C → C
x 7→ jx

.

Enfin pour tout f ∈ E, on pose T (f) = f ◦ τ .
1. (a) Soient (x1, x2, x3) ∈ C3 tel que x1f1 + x2f2 + x3f3 = 0F (C,C). Montrer que

(S) :


x1 + x2 + x3 = 0
x1 + jx2 + j2x3 = 0
x1 + j2x2 + jx3 = 0

On pourra penser à dériver.
(b) Résoudre (S).

2. Montrer que C est une base de E en déduire la dimension de E.
3. Montrer que T (C ) = (f2, f3, f1).
4. Montrer que T est un endomorphisme de E.
5. Montrer que T ∈ GL (E).
6. Calculer M = matC (T ).

On pose u = −T − T 2, A = matC (u), B =

Ñ
3 −3 −1
0 2 0
1 −3 1

é
.

7. Montrer que A =

Ñ
0 −1 −1

−1 0 −1
−1 −1 0

é
.

8. Préciser u (f1).
9. Préciser v l’endomorphisme de C3 canoniquement associé à B.

On note w l’endomorphisme de E tel que B = matC (w).

10. Soit f ∈ E tel que matC (f) =

x1
x2
x3

. Déterminer w (f).
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Partie 2 : Trigonalisation de B

On pose a =

3
1
0

 et b =

1
0
1

.

11. Soit λ ∈ C. Déterminer suivant la valeur de λ, Ker (B − λ I3).
12. Montrer que (a, b) est une base de Ker (B − 2I3). En déduire Ker (w − 2IdE).
13. Déterminer une base de Im (B − 2I3). En déduire Im (w − 2IE).

14. Soient x ∈ C∗ et c =

x
0
0

. Montrer que Bv = (a, b, c) est une base de C3.

15. Montrer qu’il existe une valeur de x ∈ C∗ que l’on déterminera telle que

matBv (v) =

Ñ
2 0 0
0 2 1
0 0 2

é
.

Partie 3 : Diagonalisation de A

On pose e1 = f1 − f3, e2 = f2 − f3, e3 = f1 + f2 + f3, Bu = (e1, e2, e3) et enfin P = matC (Bu).
16. Calculer P .
17. Calculer rg (P ).
18. Justifier que Bu est une base de E.
19. Calculer u (Bu).
20. En déduire D la matrice de u dans Bu.
21. Préciser sans calcul la relation entre A et D.
22. Simplifier 2e1−e2+e3

3 .
23. En déduire pour tout n ∈ N, un (f1) = λ f1 + µn (f1 + f2 + f3), où λ ∈ R est une constante et

µn ∈ R un réel ne dépendant que de n que l’on précisera.

Partie 4 : Vecteurs propres de A et B

On considère les ensembles suivants :

EA =
{

X ∈ C3 ∣∣ ∃ λ ∈ C, AX = λ X
}

EB =
{

X ∈ C3 ∣∣ ∃µ ∈ C, BX = µX
}

24. Montrer que EB = Ker (B − 2I3).
25. Soient X ∈ C3 et Y = matBu (X), λ ∈ C. Montrer que

X ∈ Ker (A − λ I3) ⇔ Y ∈ Ker (D − λ I3) .

26. En déduire que EA = Ker (A − I3) ∪ Ker (A + 2I3).
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Problème 2 - Analyse
(d’après banque PT 2015)

Les questions avec un astérisque ont été modifiées par rapport au sujet initial.

Partie 1 : Fonctions et encadrements

Soit n un entier naturel non nul. On considère les fonctions fn et gn définies, pour tout réel x, par

fn(x) = ex2
n −x2

n
− 1 et gn(x) = e− x2

n +x2

n
− 1.

1. Etudier la parité de fn et gn. En déduire un domaine d’étude de ces fonctions.
2. On souhaite ici tracer les courbes représentatives des fonctions f1 et g1 sur un même graphe.

(a) Pour x ∈ R, exprimer f1(x) − g1(x) à l’aide de la fonction sinus hyperbolique.
(b) Montrer que pour tout réel t ⩾ 0,

sh(t) ⩾ t.

En déduire que f1(x) ⩾ g1(x) pour tout x ⩾ 0.
(c) A l’aide de ces éléments, représenter sur un même graphe les courbes représentatives

respectives des fonctions f1 et g1 sur [0; 1] dans un repère orthonormé direct.
On prendra comme unité 10 cm.

3. On suppose n ⩾ 2.
(a) Calculer, pour tout réel x, f ′

n(x) et g′
n(x).

(b) Etudier les variations de fn et gn sur R+.
(c) Montrer que, pour tout réel positif : fn(x) ⩾ 0 et gn(x) ⩾ 0.
(d) En déduire, pour tout réel x de l’intervalle [0;

√
n],Å

1 − x2

n

ãn

⩽ e−x2
⩽
Å

1 + x2

n

ã−n

.

L’inégalité de droite est-elle encore vraie sur R+ ?
(e) Dans cette question, on suppose x fixé dans R+. Déterminer :

lim
n→+∞

Å
1 − x2

n

ãn

et lim
n→+∞

Å
1 + x2

n

ã−n

.

(f) Montrer que pour tout réel positif x :Å
1 + x2

n

ã−n

⩽
1

1 + x2 .

(g) * Montrer que
∫ 1

0

1
1 + x2 dx existe et calculer sa valeur.

(h) * En déduire que ∫ 1

0
e−x2 dx ⩽

π

4 .
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Partie 2 : Intégration, équation différentielle
Pour tout réel t ⩾ 0, on pose

h(t) =
∫ 1

0

e−tx2

1 + x2 dx.

4. * Montrer que h est bien définie sur R+.
5. Que vaut h(0) ?
6. Montrer que h est monotone sur R+, et en déduire que, pour tout réel positif,

0 ⩽ h(t) ⩽ π

4 .

On pose pour tout réel t positif,

φ(t) =


1
t

∫ t

0
e−x2 dx si t > 0

1 si t = 0.

7. * Montrer que φ est continue sur R+.
8. * Montrer que pour tout réel positif t,

φ
Ä√

t
ä

=
∫ 1

0
e−tx2 dx.

9. * On admet que h est dérivable sur R+ et que pour tout réel positif t,

h′(t) =
∫ 1

0

−x2

1 + x2 e−tx2 dx.

Montrer que h vérifie pour tout réel positif t, l’équation différentielle (E)

h′(t) − h(t) = − φ
Ä√

t
ä

.

10. Donner la solution générale, sur R+ de l’équation homogène (E0) associée à (E).
Partie 3 : Série - approche numérique d’une intégrale

11. Etudier la convergence de la série de terme général (−1)n

n!(2n+1) .
12. * Pour tout réel t, montrer la convergence et calculer la somme totale de la série de terme

général (−1)nt2n

n! .
13. * A l’aide de la formule de Taylor-Lagrange appliquée à la fonction exponentielle, montrer que

pour tout réel t entre 0 et 1 et tout entier naturel n,∣∣∣∣∣e−t2 −
n∑

k=0

(−1)k t2k

k!

∣∣∣∣∣ ⩽ t2n+2

(n + 1)! .

14. * En déduire que pour tout entier naturel n,∣∣∣∣∣
∫ 1

0
e−x2 dx −

n∑
k=0

(−1)k

k! (2k + 1)

∣∣∣∣∣ ⩽ 1
(n + 1)! (2n + 3) .

15. Montrer que ∫ 1

0
e−x2 dx =

+∞∑
k=0

(−1)k

k! (2k + 1) .

16. Donner un nombre rationnel r qui soit une valeur numérique approchée de
∫ 1

0
e−x2 dx à 10−3

près (r pourra être laissé sous forme de somme de fractions : il n’est pas demandé d’exprimer
r sous forme de fraction irréductible ni d’en donner une valeur numérique approchée).
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