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Corrigé du DS9 - Concours blanc
représentation matricielle, analyse

Probleme I - Représentation matricielle

Partie 1 : Mise en place des matrices

On note j le complexe j = % . Dans le C-espace vectoriel .Z (C,C), on définit les fonctions suivantes :

CcC —- C CcC — C C —- C

2 ; 3 - 2, .
z — e*’ f Tz — T’ f z — e'*

fi:
On pose alors € = (f1, fa2, f3) et E = Vectc (€). On note également

C —- C
x = jx

Enfin pour tout f € E, on pose T(f) = for.

1. (a) Soient (21,2, 23) € C3 tel que 1 f1 +22fo+23f3 = 07 (c,c)- Posons g la restriction de la fonction
x1f1 + xafo + x3f3 aux réels : pour tout z € R,

9(z) = 21f1(w) + 22fo(x) + 23f3(2) = 21" +a2 &/ +azel T,
En particulier, pour x = 0, on a
0=g(0) =21 + x2 + 3.

De plus la fonction g est deux fois dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont et pour
tout z € R,

J(z) = 21 6% +jao &% +j%23 of’e

g (x) = 1 e” +52w0 &7 +jta3 el

Or j3 =1 et j* = j. Donc Vx € R, ¢"(z) = 1 e® +j%x9 &% +jz3 e/’ Or g = O¢(r,c) implique
que ¢ = ¢" = 04 (r,c)- Donc en particulier,

0=g'(0) =21 + jz2 + j2x3
0=g"(0) = a1 + s + jz3.

Conclusion, on obtient :

1 +x2+23=0
(S) : Qa1+ jra+ j2x3 =0
z1 + jwe + joz =0
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(b) On a les équivalences suivantes :
x1+x2+ 23 =0
(S) = (Gj—Daa+ (j°—1)z3=0
(2= a2+ (G—1a3=0

Lo+ Loy— 14
L3(—L3—L1

1 +x9+2x3=0

{x2+(j+1)x30 car j—1#0
(J+1Daze+23=0
1 +x9+2x3=0

{xg—l—(j—i—l):z;;o L3+ Ls—(j+1)Ls
(1-G+1)?) 23 =0
1 +x9+2x3=0

& {x2+(j+1)1:30

(=42 —2j)x3=0
1+ x2+23=0

{xg+(j+1)x30
—j(j+2)x3=0
z1 =0

{x20 car j =0 et j+2#£0.
z3 =0

Conclusion,

’(8) = :E1:IL‘2:$3:0.‘

2. Montrons que € = (f1, f2, f3) est libre. Soit (z1,22,73) € C3 tel que x1f1 + xofs + 23f3 = 02(c,c)-

Alors par les questions précédentes, (x1, x2,x2) est solution de (S) et donc x1 = x93 = 3. Donc € est
libre. Or par définition de F, € est une famille génératrice de E. Conclusion,

“5 est une base de E et dim (F) = Card (¥¢) = 3.‘

Calculons pour tout x € C,

Ceci étant vrai pour tout = € C, on a bien T'(f1) = f2, T (f2) = f3 et T'(f3) = f1. Conclusion,

(
7€) = (fa. f3, ) -]

Montrons que T est linéaire. Pour tout (), ) € C2 et tout (f,g) € E?, on pose h = X f + ug. Alors,
pour tout z € C, on a

T (h)(z) = hor(x) = h(jx) = X[ (jx) + pg (jr) = A for(z) +pgor(z) = AT (f) (x) + uT (g) (x).

Ceci étant vrai pour tout x € C, on a donc T'(A f +ug) = T (h) = AT (f) + uT (g). Donc T est
linéaire. Montrons maintenant que 7" est a valeurs dans E. Soit f € E = Vectc (%). Alors, il existe
(A1, A2, A3) € C3 tel que f = A1 fi + A2 fa + A3 f3. Donc par linéarité de T, on a

T(f)=TM A+ fotA3f3)=MT(f1) + T (f2) + 3T (f3).

2/i9
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Donc par la question précédente,
T(f)=Mfo+ X fs+ A3 f1 € Vecte (¥) = E

Donc T : E — E. Conclusion,

T € Z (FE) est un endomorphisme de E. ‘

5. T est une endomorphisme de E de plus, par la question I'image de ¥ par T est donnée par
T (€) = (fa, f3, f1). Or par permutation circulaire des vecteurs, on a

rg (f2, f3, f1) = 18 (f1, f2, f3) =18 (€¢) =3 car € est libre.

Donc rg (T'(¢)) = 3 = dim (E) = Card (T (¥¢)). Donc T (%) est libre et génératrice de E. Donc T (%)
est une base de E. Donc T envoie une base sur une base et donc T" est un isomorphisme. Conclusion,

‘T € GL (E) est un automorphisme de E.

6. On sait que T'(f1) = f2, T (f2) = f3, T (f3) = fi. On a donc directement

0 0 1
M=maty (T)=1{11 0 0
010
3 -3 -1
Onpose u =T —T? A=maty (u), B=[0 2 0
1 -3 1
7. On a directement
0 1 0 01 0 0 1
A=-M-M*=—(1 0 0]—-(1 0 0]x[1 00
010 010 010
0 0 -1 010
=1 -1 0 0 —10 0 1
0 -1 0 1 00
0o -1 -1
= -1 0 -1
-1 -1 0
Conclusion,
0 -1 -1
A= -1 0 -1
-1 -1 0

8. Puisque A = maty (u). On a directement u (f1) = —f2 — f3 i.e.

VeeC,  u(f) (@) = —falz) - fa(z) = —e® =

9. Soit v 'endomorphisme de C? canoniquement associé & B. Pour tout (z,y,z) € C3, on a

x 3 -3 —1 x 3x —3y — 2
v(z,y,2)=B|yl=10 2 0 ||y|l= 2y
z 1 -3 1 z T—3y+=z

Conclusion,

V(:L",y,z)EC3, v(x,y,2) =Bz —3y —z,2y,x — 3y + 2).
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On note w 'endomorphisme de E tel que B = maty (w) = B.

Tl
10. Soit f € E tel que maty (f) = |x2|. Déterminer w (f). Notons X = maty (f) et Y = maty (w (f)).
€3
Alors, on a
3 -3 -1 X1 3.7}1 — 3.7}2 — X3
Y=BX=|0 2 0 To| = 219
1 -3 1 €3 r1 — 3x2 + x3
Donc

‘w(f) = (3z1 — 3z — x3) f1 + 222 f2 + (w1 — 322 +$3)f3-‘

Partie 2 : Trigonalisation de B

3 1
Onposea= 1| et b= |0].
0 1
x
11. Soient A € C et X = |y| € C3. On a les équivalences suivantes :
z
XGKeI‘(B—)\Ig) = (B—)\Ig)XZO(CS
3—XA =3 -1 x
& 0 2—A 0 y| = 0¢s
1 -3 1-=-A z
B3=XNzxz—-3y—=z] [0
& 2-Ny 0
lz—3y+(1—-X)z]| |0
B-XNzx—-3y—2z=0
& 2-=XNy=0
x—=3y+(1—-X)z=0
Premier cas, si A = 2. Alors,
r—3y—2z=0
X € Ker (B — 213) & 0=0 & xr=3y+z.
x—3y—z=0
Donc
3 1
Ker (f —2I3) = Vect | [1], [0
0 1
Les deux vecteurs obtenus n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre et donc une base de
Ker (f — 213).

Deuxieme cas, supposons que A # 2. Des lors,

B-Nz—2=0

XeKer(B-\) & y=0
z+(1-XN)z=0
z=0B-Nzx

& y=20

z+(1-X)B—-XNx=0
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12.

13.

Donc

X € Ker (B — \13) &

Dans ce cas, Ker (B — \I3) = {O¢s}.

Conclusion,

z=B-Nz
(143-4X+X)z=0
z=B-Nz
y=20
(4—4X+X)z =0
z=3-MNx
=0
(A=2)2z=0
z=B-Nz
y=20
z=0
r=y=2z=0.

3 1
Ker (B —M\I3) =Vect [ |1], |0
0 1

et VA e C\{2}, Ker(B—M\I3) ={0cs}.

Par la question précédente, on a Ker (B — 2I3) = Vect (a,b) donc (a, b) est une famille génératrice de
Ker (B — 213). De plus les vecteurs ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre. Conclusion,

3 1
(a,b) = 1l,10
0 1

est une base de Ker (B — 2I3).

Attention, si vous avez obtenu une autre famille précédemment, il faut effectuer des opérations élé-

mentaires pour reconstruire (a,b).

Puisque B — 2135 = maty (w — 2Idg), alors, on obtient que

| Ker (w — 2Idg) = Vect (3f1 + fo, f1 + f3) .|

Par la question précédente, on a dim (Ker (B — 213)) = Card (a, b) = 2. Donc par le théoréme du rang,

rg (B — 2I3) =3 —dim (Ker (B —2I3)) =3—-2=1.

Donc une seule colonne non nulle de B — 213 suffit & engendrer toute I'image (qui est donc une droite

1 -3 -1
vectorielle). Or B—2I3 = 0 0 0 |]. Conclusion,
1 -3 -1
1
Im (B —2I3) = Vect | [0 = Vect () .
1

Et ainsi,

| Tm (w — 21 p5) = Vect (fi + f3) .|
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x
14. Soient z € C* et ¢ = |0]| et B, = (a,b,c). On a
0
3 1 x 3 1 z z 1 3
rg (%) =1g 11,10], |0 =rg|1 0 0)]=rg| 0 O 1 C1 < Cs
0 1 0 010 010

Cy + (.

Puisque z # 0, on a bien 3 pivots, donc rg(%4,) = 3 = dim (F) = Card (4,). Donc %, est libre et
génératrice. Conclusion,

B, = (a,b,c) est une base de C>.

15. Puisque v est associé & B dans la base canonique de C3, on a
Ker (v — 2Id¢s) = Ker (B — 213) = Vect (a,b) .
Donc a € Ker (v — 2Idcs) i.e.
(v —2Ides) (a) = Ocs = v(a) — 2a = O¢s & v(a) = 2a.

De méme, v (b) = 2b. Enfin, on cherche z et donc c tel que v (¢) = 2c+ b i.e.

x x 1 3 -3 -1 x 2z +1
B0l =20+ 10 & 0 2 0 0| = 0
0 0 1 1 -3 1 10 1
3z 2 + 1]
& 0] = 0
- x 1 -
{3x =2x+1
-~
r=1
& xz=1.
1
Posons z = 1 et donc ¢ = |0|. Alors, par les équivalences précédentes, on a v (¢) = 2c¢+b. Conclusion,
0
2 00
Siz =1, alors matg, (v)=10 2 1
0 0 2

Partie 3 : Diagonalisation de A

On pose e = f1 — f3, e2 = fo — f3, e3 = fi1 + fo + f3, B = (e1,€2,€3) et enfin P = maty (A.).

16. Par définition de P et de 4, on a directement,
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17. Par opération élémentaire, on a

Li+ Lo+ Ls
- =

3

Conclusion,

18. Puisque rg (P) = 3, on en déduit que P = maty (%4,) est une matrice inversible. Conclusion,

‘%’u est une base de E. ‘

1 0 -1 -1
19. Ona X =maty (e1) = | 0 | et A=maty (u)=| -1 0 —1 |]. Donc
—1 -1 -1 0
0 -1 -1 1 1
Y =maty (u(er))=AX=[-1 0 —-1])]o|=|0]|=x
-1 -1 0 -1 -1

Donc u (e1) = e1. De méme,

0 -1 -1\ [0 0
maty (u(e2)) = -1 0 —1 ]| 1|=]1] =mate(e).
-1 -1 0/ |[-1 ~1
Donc u (e2) = e2. Enfin,
0o -1 -1 1 —2
maty (u(ez)) = -1 0 —1]|1| =|-2| = —2maty (e3).
-1 -1 0 1 —2

Donc u (e3) = —2e3. Conclusion,

‘u (AB.) = (e1,e2,—2e3) . ‘

20. Directement, par la question précédente, on a

o O

D =matg, (u) =

o o =
o = O

21. Par la formule de changement de base, on a

‘A — PDP~! ou encore D = PLAP. ‘

22. On a les égalités dans E suivantes :

2e1 —ea+e3 2fi—2fs—fot+f3+fit+fotf3

3 = 3 = fi.

Conclusion,

2e1 —eg te3
3

7/i9

= fi.
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23. Par la question précédente, on a
1 2
matg, (fi) =< |—1
3
1
Donc pour tout n € N|

matg, (u" (f1)) = matg, (u")matg, (f1) = D"matg, (f1).

Or pour tout n € N (y compris n = 0), on a par récurrence,

10 0
D"= (0 1 0
0 0 (=2)"
Par conséquent,
10 0 1 [ 2 1 2
matg, (u"(f1))=10 1 0 3 —1| = 3 —1
0 0 (-2)" 1 (—2)"

Or en posant X' = matg, (u™ (f1)) et X = maty (u” (f1)),

1o 1N\, [ 27 [[2+(2"
X=pPX'=( 0 1 1)g| -1 |=qg|-1+(-2"
-1 -1 1 (—2)" —14(=2)"

Finalement en repassant dans F, on obtient alors,

W (fy) = 2+ (=2)") fit (“1+(=2)") fo+ (=14+(=2)") fs
3
GBI+ ()N A+ 1+ (=2)) fo+ (214 (=2)") f

3
(_2)3_1(f1+f2+f3)-

=fi+

Donc en posant A =1 et p, = (_22:_1, on obtient bien le résultat souhaité. Conclusion,

Vn € N, u"(fl):f1—|-(_2);_1(f1+f2+f3)-

Partie 4 : Vecteurs propres de A et de B

On considere les ensembles suivants :

Ex={XeC®|INeC, AX =2X}
&g ={XeC®|3ueC, BX =puX}

24. Soit X € C3. On a

Xeéy &  3ueC, BX =uX
& ueC, (B—ulz) X =0¢s
& dueC, X € Ker(B— pul3).

Premier cas, u # 2 et donc par la question X € Ker (B — ul3) = {0¢3}. Deuxiéme cas, u = 2 et
donc X € Ker (B — 213). Donc

Xeép &  X=0c OU X €Ker(B—2I5).
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Or O¢s € Ker (B — 213). Finalement,
X €ép & X € Ker (B —2I3).

Conclusion,

|65 = Ker (B — 2I3) .|

25. Soient X € C3 et Y = maty, (X), A € C. Rappelons que D = matg, (u), A = maty (u), P =
maty (A,) et A= PDP~!. Donc on a X = PY. Deés lors,

X € Ker (A—\I3) & AX =X
& PDP'PY = \PY
& PDY =P ()\Y)
& DY =)\Y car P est inversible
& Y e Ker (D —\I3).

Conclusion,

| X €Ker(A—\13) & Y €Ker(D—\I3) .|

26. Soit A€ C. On a
11— 0 0

D—-)\I3= 0 1—-A 0
0 0 —2-A

Side C\{1;—-2}. Alors, 1 = A #0, =2 — X # 0 et donc rg (D — \I3) = 3 i.e. D — A I3 est inversible
et donc Ker (D — A I3) = {0¢s}. Or, pour X € C3, on a les équivalences suivantes

X €& & INeC? X € Ker(A—\I3)
& INeC?, Y e Ker (D — \I3) par la question précédente
& INeC Y €Ker(D— \I3) = {0¢s}
OoU Y € Ker(D —1I3) OoU Y € Ker (D + 2I3)
& Y € {0cs} OU Y € Ker (D — I3) UKer (D + 2I3) .

Or {O¢s} C Ker (D — I3) UKer (D + 2I3). Donc,
Xeé& &  YeKer(D—I;)UKer(D+2I3).

En raisonnant comme a la question précédente, on a Y € Ker (D — I3) UKer (D +2I3) & X €
Ker (A — I3) UKer (A + 2I3). D’on,

X eéq & X € Ker (A —I3) UKer (A + 2I3) .

Conclusion,

’é?;:Ker(A—Ig)UKer(A—G—QIg).‘

Probléme II - Analyse (d’aprés banque PT 2015)

Les questions avec un astérisque ont été modifiées par rapport au sujet initial.
Partie 1 : Fonctions et encadrements

Soit n un entier naturel non nul. On considere les fonctions f, et g, définies, pour tout réel x, par

2 2 g2
fo(z)=enw —— —1 et gp(zr)=e¢n —&—g — 1.

o/19
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1. Etudions la parité de f, et g, et déduisons-en un domaine d’étude de ces fonctions.

Les fonctions f,, et g, sont bien définies sur R comme différence de fonctions qui le sont. L’ensemble
R est bien centré en 0 et de plus, pour tout x € R,

0?  (—z)? 2 22
_ = n —_ _— ]_ = n -——— 1 =
fo(—x)=¢ - e -~ fn(x)
()2 —z)? 2 22
gn(_x):e_ " +( n) —1:e_n+;—1:gn($),

par parité de la fonction carrée. Conclusion,

‘les fonctions f, et g, sont paires, il suffit donc de les étudier sur R, . ‘

2. On souhaite ici tracer les courbes représentatives des fonctions fi et g1 sur un méme graphe.

(a) Pour x € R, exprimons fi(z) — gi(x) a l'aide de la fonction sinus hyperbolique. Par définition,

on a
filz) —qi(x) = L (e_x2 N 1)
= — e 242
= 2sh (x2) — 222
Conclusion,

Ve e R, fi(z) —gi(x) =2sh (:L‘2) — 222,

(b) Montrons que pour tout réel ¢ > 0, sh(¢) > ¢ et montrons que fi(x) > g1(x) pour tout x > 0.
Posons pour tout ¢ > 0, h(t) = sh(t) — t. La fonction h est dérivable sur R et

VteR, HA'(t)=ch(t)—1=>0.
Donc la fonction A est croissante sur R. Ainsi,
Vte Ry, h(t) >g(0)=0 & sh(t) > t.

Conclusion,

(VteRy, sh(t)>t.|

Soit z > 0. Posons t = z2. Puisque ¢t > 0,
sh (x2) > 2 s sh (332) —22>0.
Donc par la question précédente,
fi(@) —g1(z) =2 (sh (wQ) - x2) > 0.

Conclusion,

V2 >0, Al) > f)]

(c) Onnote que f1(0) = 1-0—-1 =10, g1(0) = 1+0-1 =10, f1(1) =e—-2 € ]0;1[et g1(1) = e~ ! €]0; 1].
On obtient alors,

10/19)



Mathématiques PTSI, DS9 - CCB Cor Lundi 12 Mai

[en]
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N

D

N
N\

AN
N\

A\

3. On suppose n > 2.

(a) Calculons, pour tout réel z, f/ (x) et g}, (). Les fonctions f, et g, sont dérivables sur R en tant
que différences et composée de fonctions qui le sont. De plus, pour tout x € R,

2r 2 2z 237( 2 )
!
B A PN |
In(@) n ¢ n n ¢

Conclusion,

b) Etudions les variations de f,, et g, sur R,. Soit x € R,.. Par la question précédente,
+ +

22

fa(x) =0 < en =120 carx =0
z2
=1 en >1
22
& — 2 0 toujours vrai.
n
De méme,
z2
gn(x) =0 A l—e"n 20 carz >0
$2
& 1>e »
2
x . .
& 0 > —— toujours vrai.
n
Conclusion,

les fonctions f, et g, sont croissantes sur R .

11/19
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(c) Montrons que, pour tout réel positif : f,,(z) > 0 et g,(x) > 0. Par la question précédente,

Ve € Ry, fu(2) = fn(0) = 0 et gn(z) = 9n(0) = 0.

Conclusion,

“v’x eERy, fulz)=0et gy(x) > 0.‘

2

(d) Montrons que pour tout réel z de lintervalle [0;+/n], ( - %)n <e ™ < (1 + %2)_” Soit
x € [0;4/n] C Ry. Par la question précédente,

2 T
fn(x) =0 RN en ——12>0
n
z2 .CUQ
= en > —+1
n
2 —n
x
& e’ > <1 + —) ,
n
par décroissance de la fonction z — =" sur Ry. D’autre part,
z2 .:L'2
gn(z) =20 & e n+——-120
n
a? 22
& e n >1——.

n

2 . .
Or z < y/n donc 22 < n et donc 1 — Z~ > 0. Par croissance de la fonction x — z" sur Ry, on en
I _ 2\ "1 .
déduit que e @ > (1 — %) . Conclusion,

2\ " 2\ "
<1—£> <e_$2<<1+x—> .
n n

On note que 'hypotheése x < \/n n’a été utile dans le raisonnement que pour I'inégalité inférieure,

‘l’inégalité de droite est donc encore vraie sur R.

e) Dans cette question, on suppose x fixé dans R, .
q ) pp +

2\ M 2\ — N
Déterminons lim (1 - x—) et lim (1 + x—) . Soit n € N*. On a
n

n—+oo n n—+oo
(1 . 12>n _ nln(l——z)
n
Orln(l14+u) = u+o(u). Posons u(n) = ~2 Ona
u—0 n
- _a?
u(n) o n n—>—+>oo 0,
o et
o), =_o(7)
o(u(n BTN
Deés lors,

n—-+400o
.2
— +o(1)
n——+0oo
.2
= e M
n——+0oo
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Ainsi,
z2\" 2
lim (1 — —) =e*
n—-+oo n
De méme,
2\ —N 2
x . —nln(l-l—%)
(1+%) 5.
2
_ or(E )
n—+o0o
.2
niree T
Conclusion,

z2\" z2\ " 2
lim <1 — > = lim (1 + —) =e " .
n—-+4oo n n—-+oo n
Montrons que pour tout réel positif z : (1 + %2)7n < H% Pour tout z > 0, posons

(1+2)"
T

h(zx) =

Pour tout z > 0, 1+22 > 1 > 0. Donc par quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas, h est dérivable sur R et pour tout x > 0,

n

n%x (1 + %)nﬂ (1 + 952) — 2z (1 + %)
(14 22)?
20 (1 %)™ (1402 (14%))
(1+22)°
2z (1 + %)n_l (xz — %2)
(1+22)
24 (1 + x—:)”_l (1-1)
(1+22)? '

B (z) =

2

-1
> 0. De plus, 223 > 0, (1 + %)n >0 et (1 +:c2)2 > 0. Par produit et

1
n

Puisque n > 1, 1 —
quotient,
Vo >0, h'(x)=0.

Donc la fonction h est croissante sur R, et donc

D’ou,

1_|_L2 1 2\ N
V>0, M>1 & Vo0, >(1+x> :
1+ 22

car (1 + “—Z)n > (0. Conclusion,
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L |
(g) Montrons que / T2 dx existe et calculons sa valeur. Pour tout # € R, 1+ 2% > 1 > 0. Donc
0 x

la fonction = +— ﬁ est continue sur R et donc sur [0;1]. Par conséquent,

L |
/ dx existe.
o 14 22

De plus,
1 1 t=1 T
/ dx = [arctan(t)],_, = arctan(1l) — arctan(0) = i 0.
0

1+ 22
L | T
. dz=T
/0 1+220 71

1
(h) Montrons que / e dz < % Par la question
0

Conclusion,

Donc par la question [3.d]

<— .
1+ 22

Donc par croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,

1 2 1 1
/e_‘r dazg/ ——dz.
0 0o 1+ 22

Conclusion, par la question précédente,

1
T
/ e dx < —.
0 4

Partie 2 : Intégration, équation différentielle

Pour tout réel ¢ > 0, on pose

1e—tx
h(t) = dzx.
®) /01+1:2 .
2

4. Montrons que h est bien définie sur R;. Soit ¢ € R;. La fonction = — % est continue sur

[0;1] comme quotient de fonctions qui le sont dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc h(t) =
2

1 ,—tx

e

/ 152 dz existe. Ceci étant vrai pour tout ¢ € R, on en conclut que
0 x

‘h est bien définie sur R . ‘

5. Calculons h(0). On a
1 0 1 1
h(0) = / d dz.
0

—_— €Tr = —_—
14 22 o 1+ x2
Donc par la question

h(0) =

T
T
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6. Montrons que h est monotone sur R, et que, pour tout réel positif, 0 < h(t) < §. Soit (t,s) € (R+)2.
Supposons t < s. Alors, pour tout z € [0; 1],

—tz? > —sx2.

Par croissance de la fonction exponentielle,
e—tac2 > e—sac2 .
Puisque 1+ 2% > 0, on obtient,

2 )
eS.Z’

> .
1+227 1422

—tx

V€ [0;1],
Donc par croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,

1 e—tm 1 e~ ST
> > h(s).
/0 s /0 T e h(D) > h(s)

Ceci étant vrai pour tout 0 < ¢ < s, on en conclut que

‘la fonction h est décroissante sur R. ‘

En particulier,
T
Vit e Ry, h(t) = h(0) = 7 b la question précédente.

De plus, pour tout t € Ry,

e
V. 0;1 = 0.
reln),
Donc par croissance de l'intégrale,
h(t) =0
Conclusion,
Vt e Ry, ogmwgg.

On pose pour tout réel ¢ positif,
1t e .
7/ e P dr sit>0
e(t)=<1tJo
1 sit=0.
12

7. Montrons que ¢ est continue sur R . La fonction x — €™ est continue sur R. Donc par le théoreme

fondamentale de ’analyse,
¢
F . tr—>/ e_erx,
0

est bien définie et méme €' sur R et est une primitive de z — e, Pour tout t > 0,

Comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, la fonction ¢ est
continue sur R% . De plus,

F F(t)—-F 0
limﬂ:hmM car F(O):/ e dzr =0
t—0 t t—0 t—0 0
>0 >0

= F’(0) car F est dérivable en 0

02
—e 0 =1.

15/19)



C
o
e s Mathématiques PTSI, DS9 - CCB Cor Lundi 12 Mai

Ainsi,
lim o(t) = ¢(0).
t>0

D’ou ¢ est aussi continue en 0. Conclusion,

‘gp est continue sur R;. ‘

8. Montrons que pour tout réel positif ¢, ¢ (\/E) = fol e~ dz. Soit ¢ > 0. Premier cas, t > 0, alors

1 Ve

Posons y = % ie. x=+tycart>0.Siz =0y =0cetsi z=+t y =1 De plus, la fonction
y = Vty est €1 sur [0;1] et dz = v/tdy. D’oil

o (VE) = \}z /01 e (V)" iy

1
:/ et dy.
0

La variable d’intégration étant muette, on en déduit que

Vit > 0, © (\/g) = /01 e—tﬂc2 dez.

Puis pour t =0,
o (VO)=p(0)=1  par définition

1 ) 1
/ e 0% g = / 1dz = 1.
0 0

Donc ’égalité reste vraie pour ¢t = 0. Conclusion,

et

VieRy, o (\/i) = /01 e %" dg.

9. On admet que h est dérivable sur Ry et que pour tout réel positif t,

R
h’(t):/O T a22° 7 dg.

Montrons que h vérifie pour tout réel positif ¢, I’équation différentielle (&)

(t) = h(t) = — ¢ (V).

On a pour tout ¢ > 0,

1 _ .2 1 —tx?
B (t) — h(t) = / T et gy — / °©  _dz
0

o 1422 1+ 22
= /1 7_‘%2_ ! e " dy
o 14 22

1 2
= —/ e 1 dg.
0

Par la question précédente, on en conclut que h vérifie

(&) VteR., N(t)-h(t)=—¢ (V).

16//19)
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10. Donnons la solution générale, sur R4 de I’équation homogene (&) associée a (£). On a
(Eo) vVt e Ry, R'(t)—h(t)=0.

Posons a : t — —1. La fonction a est continue sur R; et admet donc des primitives sur R} dont I'une
est donnée par A : ¢t — —t. Conclusion, I’ensemble des solutions de (Ep) est donné par

_J Ry = R
YO_{ t — Kel

KGR}zVect(

R+—)R)
t — e /)’

Partie 3 : Série - approche numérique d’une intégrale

,1)”

Posons pour tout n € N, u,, = m

(=D"
n!(2n+1)°

1 1
<lunl = F7o—5 < -

n!(2n+ 1)

11. Etudions la convergence de la série de terme général
On a pour tout n € N,

1
La série Z — converge en tant que série exponentielle de parametre z = 1. Donc par le théoreme de
n!

neN
comparaison des séries a termes positifs,

Z |un| converge.
neN

Autrement dit, Z up, converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence.

neN
Conclusion,

(="
Z ﬁ converge.
=on! (2n+1)

12. Pour tout réel ¢, montrons la convergence et calculons la somme totale de la série de terme général

—1)"g2n 2n
(D™ 17)1!t . Soit t € R. Posons pour tout n € N, v,, = % on a alors
—_\"
L
n!
on reconnait alors le terme général d’une série exponentielle de parametre x = —t2. Par conséquent,
(=p"en
Z ~— 5 converge.
neN n:
De plus,
+ 2
f ﬂ _ ot
' .
= n!

13. A l’aide de la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction exponentielle, montrons que pour
tout réel ¢ entre 0 et 1 et tout entier naturel n,

“E

Soit t € [0;1] et n € N. Posons z = —t2. La fonction f : s +— e® est €""! sur [0;x]. Donc par la
formule de Taylor-Lagrange,

t2k t2n+2

S (n+ 1)l

|z
’ (n+1)!

< sup ‘f (2
z€[x;0]
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14.

15.

Or pour tout k € [0;n+1], f*) = f et donc f*)

sup )f(")(z)‘ = sup € =1
z€[x;0] z€[—t2;0]
D’ou
" t2 zn: 1 ( 2) ’_t2|n+1
e — — (=t < ——.
| |
= k! (n+1)!
Conclusion,
n 1 k t?k‘ t2n+2
= ! (n+1)!
k
Montrons que pour tout entier naturel n, ’ fol (-1

(0) = 1 et par croissance de la fonction exponentielle,

2 n .
€ dx — Zk:() k!(gkll) < (n+1)!1(2n+3)' Soit n € N. Par

la question précédente et la croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,

n t2k
h -2
Donc par I'inégalité triangulaire,
/1 ot = 1)kt2k dt
0 = k!
D’une part, par linéarité de 'intégrale,
n ( 1) t2k

[oef

k=0

D’autre part,

/olmdt:[<

Conclusion,

k!

1 t2n+2
[
0 (n + 1)!

12042
< —dt
/0 (n+1)!

dt = / “dr - Z/ tzk
(= 1)k 2h+1 t=1
_/ dt_ [k'(2k+1)1

_ (-n*
/ Tt k' (2k +1)

£2n+3 =
n+ 1) (2n 4+ 3)}

t=1 1
t=0 B (n+1)!(2n+3)

1 2
/ e ¥ dx —
0

n

kZ:% k! (2k + 1)

(-1*

1

Shri@nts)

1 2 RS (_1)k
. _
Montrons que /0 e de= kZ:% k! (2k +1)
lim

=0.

n—+oo (n+ 1)! (2n + 3)

Donc par la question précédente et le théoreme d’encadrement,

lim
n——+o0o

/

n

e dg — Z 1

= kN (2k+ 1)

18/[19)
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16.

ou encore i
- =~ (=1
lim / e ¥ dx — — ] =0
naJroo( 0 k:gok! (Qk—l-l))

mais aussi i

. = (—1) /1 2

lim —_ = e ¥ dz.

n—>+ookz:%) E'(2k+1) 0

Conclusion,

1
. . . 7’ . 7’ —_ 2 N f— \
Donnons un nombre rationnel r qui soit une valeur numérique approchée de / e ™ dx a 1073 pres.
0

Par la question [14] pour que

T, no(=1)F (
/exdx—z <1077,
0 P k! (Qk + 1)
il suffit de prendre n € N tel que
1 1
<107% = ——.
(n+1)!(2n+3) 1000
Pour n =3, on a
1 1 1 1

(mt1)l(2n+3) 24x9 216 1000

pour n =4,
1 1 1 1

nr D (2n+3) 120 <11 _ 1320 ~ 1000°
(

Donc pour n =4, on a

/1e_$2dx—zn:(_1)k <1073,
0 k:Ok!(Zk:—i—l)
Ainsi, pour
r:i (_1)k*: —1+i—i—l— ! .
k' (2k 4+ 1) 3 10 42 24 x9

1
. . . _— 2 N — .
on a 7 une approximation rationnelle de / e~ dz a 10~3. Conclusion,
0

P R
"TET3T 0 12 216
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