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1.

(a)

()

Correction de l’interrogation 17
Suites

Donner une condition suffisante pour qu’une suite définie par récurrence u,+1 = f (u,) soit croissante et
comment le démontre-t-on ?

Solution. Soit f : R — R et (uy), oy € RY la suite définie par ug € R et pour tout n € N, upp1 = f (uy).
On suppose que f est croissante et que u; > ug. Alors la suite (uy,),, oy est croissante. On le démontre par
récurrence bien stir!

ne

Donner la forme explicite d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dans le cas ou le discriminant est
strictement négatif.

Solution. Soient (a,b) € R? et (un)neN la suite vérifiant pour tout n € N, u, 10 = aty41 + buy,. Soit A le
discriminant de (E.) : r2 —ar —b. Si A < 0, alors en notant 71 = ret? et ro = re~*? les deux racines

complexes de (E.),
I\ p) €R? Vn €N, Up = 71" (Acos(nb) + psin (nh)).

Définir la partie entiere.
Solution. Pour tout = € R il existe un unique entier n € Z tel que n < x < n+ 1. Cet entier n est appelé
partie entiere de x : n = |z].

2. On consideére la suite définie par récurrence par ug = 0 et pour tout n € N, u, 11 = v/2u, + 35. On admet que
la suite existe bien. On suppose que (uy ),y converge vers £. Que dire de £7

Solution. Pour tout n € N, on observe que u,+1 = /2u, + 35 > 0. Donc la suite (tn),en est positive. On
suppose que u, — £. Donc ¢ > 0. La fonction x + /2 + 35 est continue sur R, . Donc par passage a la

n—4oo

limite,

Vn € N, Ups1 = V2up + 35 = ¢ =+/20+ 35
= 2 =920+35
= 2 —20-35=0.

Soit A le discriminant associé. On a A =4 +4 x 35 =4 x 36. Donc ¢ = w =1+6=70ouf=1-6=-5.
Or ¢ > 0. Conclusion,

. Donner une expression explicite de la suite (u,)

{=T.

nen définie par ug = 6, uy = 7 et pour tout n € N, upq2 =

3Un+1 — 2Uy,.
Solution. La suite (uy),,cy est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Soit (E.) : 7* — 3r +2 = 0 son équation

3—1

caractéristique. Son discriminant vaut A = 9 — 8 = 1. Donc ses racines sont r| = S =1letry = % = 2.
Donc il existe (A, i) € R? tel que

Vn € N, Up = A1 + p2™ = A+pu2™.

Or ug = 6 et u; = 7 donc

A =6 A =6 A=
th =4 tH Lo+ Ly — 14 =4
Atp2 =17 _

Conclusion,

\\meN, un:5+2n.\

. Développer sin (2a) pour a € R et en déduire la monotonie de la suite (u,),y définie par Vn € N, u, =

2ntlgin (i), avec 0 € |0; 5[

on

Solution. Pour tout a € R, on a sin (2a) = 2sin(a) cos(a). Donc, pour tout n € N,

0 0 0 0 0
_ ontl _ on+l = 9nt2gj — | = 5
Uy = 2 sm(2—n)—2 sm<22n+1>—2 Sln(2n+1>COS(2n+1>—Un+1COS<2n+1).
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Puisque 0 € }O; 5 [, 2,[% € ]O; g[ et donc cos (2;%) €1]0;1[. Ainsi,

Vn € N, Uy < Upt1-
Conclusion,
‘La suite (un),cy st strictement croissante.
. On pose ug =1 et pour tout n € N, upq1 = “"gun. On admet que pour tout n € N, u,, € ]0;1]. Montrer que

(Un), ey converge et préciser sa limite.
Solution. On sait par hypothese que la suite (uy), cy est bornée. Montrons que la suite (uy), oy est monotone.
On sait que pour tout n € N*, u,, > 0. De plus,

eln

U
Vn € N, ntl -
Unp, 3

Or pour tout n € N, 0 < u,, < 1 donc 1 < e%m < e par croissance de la fonction exponentielle. Ainsi,

U e
vneN, —H <<
U, 3
Comme pour tout n € N, u,, > 0,
Vn € N, Upt1 < Up.

Donc la suite (uy),y est décroissante. Or (uy), oy est minorée (par 0). Donc par le théoréme de convergence
monotone, la suite (un), y converge. Notons £ sa limite. Puisque pour tout n € N, 0 < u,, < 1, on note par
passage a la limite que 0 < ¢ < 1. De plus, par continuité de la fonction = +— ”?‘jm sur R, on a par caractérisation

séquentielle de la continuité,

Uy, U7 let
_ — —.
3 n—+oo 3

Uy eln

Donc par passage a la limite dans Vn € N, u, 41 = “5—, on a
Let e
é:? & =0 ou 1:g & £=0 ou £=1In(3) >1In(e) = 1.

Or on a vu que ¢ < 1. Conclusion,

‘La suite (un ),y converge vers 0. ‘




