Mathématiques PTSI, Int18 Cor 2024-2025

Correction de l’interrogation 18
Polynémes

1. (a) Enoncer la formule de Leibniz pour les polynémes.
Solution. Soient (P, Q) € K[X]? et n € N. Alors

(PQ)™ = zn: (Z) prIQn=k),

k=0
(b) Enoncer le théoréme de la division euclidienne pour les polynomes.

Solution. Soit (A, B) € K[X]? avec B # Ogx]. Alors Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

{A =BQ+R
deg (R) < deg(B).

(¢) A laide des opérations élémentaires donner la caractérisation de U'inversibilité d’une matrice.
Solution. Soient n € N* et A € 4, (K). On a

A € GL, (K) & A~1T, & A~T,.
Z ¢

n
Xk
2. (a) Soient n € N*, P = Z & et Q = X2?P” 4+ nP. Déterminer en justifiant le degré de Q.
k=1
Attention, il traine un cas particulier.
Solution. Sin > 2, ona P' =31 Xk 1 =S"1"0 Xk puis P =37, (k— 1) X*2 =022 (k+ 1) X*.

Donc sin > 2,
= E—1)X"+n —_
PR PY

Orn—1+ n% =n # 0. Donc les coefficients dominants ne s’annulent pas et donc le degré de @ est bien n
(et son coefficient dominant est n). Si n =1 cependant, P = X et P” = 0. Donc

Q=nP=X.

Conclusion, dans tous les cas,

| deg (Q) = deg (P) = n.]

(b) Soient P = %3 + XTQ + X et @ =X + 1. Calculer Po @ et @ o P et préciser leurs degrés.
Solution. Ona Q* = (X +1) = X2 +2X +1et Q3 = (X +1)° = X3 +3X2 + 3X + 1. Donc

Q* Q@ X3 5 1 X2 1 X? 3., 11
PoQ=" +2 1Q0=" + X2+ X+ -+ X4+ -4+ X+1="1°X243X+ .
oQ 3+2+Q 3+ ++3+2+ +2++ 3+2+ +6

D’autre part,
XS XQ
Conclusion,
X3 3 11 X3 X2
POQ:?+§X2+3X+E, QOP:?+7+X+17 deg (P o Q) =deg(QoP)=3.

3. Déterminer tous les polynémes de R[X] vérifiant (X + 1) P’ = 2P.
Solution. Soit n = deg (P). Premier cas, n < 0i.e. P=a € R alors P’ =0et donc (X +1)P' =2P & P=0.
Deuxiéme cas, n > 1. Dans ce cas, deg (P’) =n — 1. Donc si (X + 1) P/ = 2P alors

deg ((X + 1) P') = deg (2P) & deg (X + 1) + deg (P') = deg (P) & l1+n—1=n.
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Cela ne nous apporte aucune information.
Cherchons donc le coefficient dominant de P. Soit a, X" le terme dominant de P. Celui de P’ est alors donné
par na, X"~ ! donc celui de (X + 1) P’ est na, X™ tandis que celui de 2P est 2a,, X™. Ainsi,

n __ n
nap, X" = 2a, X".

Puisque a,, est le coefficient dominant, a,, # 0. Donc n = 2. Posons P = a2 X? + a1 X + ag. Dés lors, on obtient
les équivalences suivantes :

(X +1)P' =2P & (X +1) (202X + a1) = 2a2 X% + 2a; X + 2a0
= 2&2X2 + a1 X + 202X + a1 = 2(12X2 + 2a1 X + 2a9
54 20,2X2 + (a1 + 2&2) X+a = 2@2X2 + 2a1 X + 2aq.

Par unicité des coefficients d’un polynome,

2@2 = 2(12
a1 + 2as = 2aq = a1 = 2a = 2ay.

[ 2&0
Conclusion,

Yz{a2X2+2a2X—|—a2 ‘ as ER} :Vect(X2—|—2X—|—1) :Vect((X+1)2).

. Factoriser dans R[X] le polynome P = X% 4 3X3 — X? — 8X — 4.
Solution. On remarque que —2 est une racine de P. En effet,

P(-2)=16—-24—-4+16—-4=0.
Donc X + 2 factorise P. Méthode 1, de téte :
P=(X+2)(X°+X*>-3X-2).

Meéthode 2, la méthode de Horner :

-2 1 1 -3 -2 0

Donc Q = X3+ X?-3X —2etona
P=(X+2)(X°+X*>-3X-2).

M¢éthode 3, par lalgorithme de la division euclidienne,

X4 43x3  —X?  8X 4| X -1
—(X* +2X3) X3 +X% -3X -2
X3 -X? -8X —4
—(X? +2X?)
-3X2  —8X —4
—(=3X% —6X)
—2X —4
—(—2X —4)
0

On a donc toujours,
P=(X+2)(X°+X*-3X-2).

Posons P; = X2 4+ X2 —3X — 2. On observe que —2 est encore une racine de P; :

P (-2)=-8+4+6-2=0.
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Donc de méme que précédemment (par la méthode de votre choix),
P=(X+2)(X*-X-1).

Donc P = (X +2)° (X? — X —1). Soient P, = X? — X — 1 et A son discriminant. On a A = 144 = 5. Donc

les racines associées sont # et % Conclusion, la factorisation dans R[X] de P est donnée par

P(X+2)2<XH\/5> (Xl\/g>.

2 2

1

n

. On pose pour tout n € N*, u,, = [n2 sin (%) — ncos(
suite (up,)

)} +1 (1 + %)n Déterminer, si elle existe, la limite de la

neN*-
Solution. On a

n2sin<l)—ncos<l> = nQ(l—i—l—o(i))—n(l—i—Fo(i))
n n/ n—+oo n  6n3 n3 2n? n?
1

e
n—+oo 3n n
1
~ — — 0.

n—-+oo 37’L n—-+o0o

Par conséquent,
lim Re(u,)=0.

n—-+oo

De plus,

<1+z>n —  orln(12)  _ gn(3te(d))  — g2to(h) ., 2
n n—+o0o n—-4o0o n—-4oo n—-4o0o ’

Ainsi,
lim Im (u,) =e2.
n—-4oo ( n)

Conclusion, (uy), ¢y~ converge et

lim w, =ie’.
n—-+oo




