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Correction de l’'interrogation 22
Dimension

1. (a) Enoncer le théoréme de la base incompléte.
Solution. Soient E un espace vectoriel non nul de dimension finie, ¢4 une famille génératrice de E et £
une famille libre de E. En ajoutant des vecteurs de 4 a %, il est possible de construire 4 une sur-famille
de & qui soit une base de E.

(b) Caractériser par le rang le fait qu’une famille soit génératrice/libre/base.

Solution. Soient n € N*, p € N*, E un espace vectoriel de dimension n et & = (u1,...,u,) € EP une
famille de p vecteurs de E. Alors

o F est génératrice dans E si et seulement si rg (F) =n
o % est libre dans F si et seulement si rg (%) = p.
o .Z est une base de E si et seulement si rg (%) =n = p.

(¢) Définir la convergence d’une suite complexe (définition IV.1).
Solution. Soient (uy), ey € CY et I € C. On dit que (uy),, o converge vers [ si et seulement si la suite réelle
(|un —1]), cn converge vers O :

Ve >0, Ing € N, Vn > ny, lun =1 <€

2. Déterminer la dimension de E = {P € Ro[X] ‘ P(1) = fol P(t) dt}.

Solution. On a les égalités entre ensembles suivantes :

1 t=1
FE = {ao—‘ralX—‘rCLQXQERQ[X] a0+a1—|—a2:/ ao+a1t+a2t2dt: [amﬁ—!—%z@—i—%tﬂ }
0

ar  a
a9+ a1X + a2X? € Ro[X] a0+a1+a2:a0+31+§2}

a a
a0+alX+CL2X2€R2[ ] a1+a2:?1+§2}

2
= {ao+a1X+a2X € Ry[X] %:_5%}
2 4
= a0+a/1X+a2X ERQ[X] aq :—§a2
= { ag — *azX—i-azXQ € Ry[X] | (ag,a2) € R2}

= Vec <1X2 X).

Posons Zg = (1, X2 - %X). On vient donc de montrer que $Bg engendre E. De plus E est composée de deux
vecteurs non colinéaires et est donc libre. Donc % est une base de E. Conclusion,

‘dim (#E) = Card (BE) = 2. ‘

3. Soit A= (2 4

! 2). Déterminer un supplémentaire & F'={M € 45 (R) | AM =05 }.
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b
d

1 2\ (a b
AM = 09 = <2 4>< d) =0

a—|—20 b+2d>
:02

Solution. Soit M = (CCL ) € > (R). On a les équivalences suivantes :

< 2a+&:2b+M
a+2c=0
b+2d=0
<
20 +4c =10
2b0+4d =0
N a+26_ car L = 2Ly
b+2d70 Ly=2L,

- [t
o = )= (7 00 7))

v (0.0 7))

—Bp

Ainsi,

La famille Zr engendre F'. De plus & est constitué de deux matrices non colinéaires donc & est libre. D’ou
PBr est une base de F et donc
dim (F) = Card (%F) = 2.

Posons Bg = (((1) 8) , (8 (1))) et G = Vect (%Bg). La famille B¢ est libre car ses deux matrices sont non

colinéaires et engendre G donc % est une base de G. En particulier, dim (G) = Card (Bg) = 2. Montrons que
F' et G sont supplémentaires dans .#5 (R).

M¢éthode 1. Puisque les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré, on a les égalités ensemblistes
suivantes :

F + G = Vect (#Br) + Vect (%c)

0) (0 O) (1 0) (O 1)) Cr+ C1+2Cs
0/°’\0 1/°\0 0/’\0 O Csy  Cy+2Cy
O) (O 1) (O O) <O O)) C1 + Cs
0/°\0 0/°\1 0/°\0 1 Cy < Cy

car on reconnait la base canonique de .#5 (R). De plus, par ce qui précéde,

dim (F) +dim (G) =242 =4 = dim (4 (R)) .

Conclusion,

G = Vect (((1) 8) , (8 (1))) est un supplémentaire de F' dans .45 (R).

Méthode 2. Soit M € FNG. Alors, F € G, donc il existe (a,b) € R? tel que
1 0 0 1 a b
M_40Q+%OQ_Q(J
o/
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De plus, M € F donc AM =05 i.e.

0_<1 2)(@ b)_(a b)
>~ \2 4/\0 0o/ \2a 20/
Donc a = b =0 et donc M = 05. Ainsi, FNG C {02} or {02} € FNG et donc F NG = {02}. De plus, par ce

qui précede,
dim (F) +dim (G) =2+ 2 =4 = dim (4 (R)) .

Conclusion,
10 0 1 , .
G = Vect 0 o)'\o o est un supplémentaire de F' dans .#% (R).
0 0 1
4. Sot U= 0 1 0 .Calculerlerangdeﬁ:(Ig,U,UQ,UB,U‘l,UE’).
-1 0 0
Solution. On a les égalités matricielles suivantes :
0 0 1 0 0 1 -1 0 O
U= 0 1 0 0 1 0)J=(0 1 0
-1 0 0 -1 0 0 0 0 -1
0 0 1 -1 0 O 0 0 -1
UP=10 1 0 0 1 0 )=(01 0
-1 0 0 0 0 -1 1 0 O
-1 0 0 -1 0 O
vt=l 0 1 0 0 1 0 |=1I
0o 0 -1 0o 0 -1
US=UxU*=Ux1I3=U.
Par suite,
rg (F) =r1g (I3, U, U, U I3,U) = rg (I3,U, U, U®) car g5 - gl )
6 = C2
Les opérations élémentaires ne modifient pas le rang,
1 00 0 0 1 -1 0 0 0 0 -1
rg(F) =rg o1o}),f o 10}J,{f0o 1 01],/{0 1 0
0 0 1 -1 0 O 0o 0 -1 1 0 0
1 00 0 0 1 0 0 0 0 0 0
—rel (o1 0), {0 1o0).,{0o20],[020 g3:g3igl
00 1 -1.0 0 000 00 0 AT
1 00 0 0 1 0 0 0
=rg 010}, 0 1 0J),{0 20 car C3 = (Y.
0 0 1 -1 0 0 0 00
=<

On récupere une famille .Z de matrices « échelonnée » en ses coordonnées. Montrons qu’elle est libre. Soit
(a,b,c) € R3 tel que

1 0 0 0 0 1 0 0 O
alo 1 o)+s[ 0 1 0)+cl0 2 0)=04
0 0 1 -1 0 0 0 00
a 0 b
Alors, | 0 a+b+2c 0| =0;3etdonca=b=c=0.Donc Z est libre. Ainsi,
—b 0 a

’rg(ﬁ) =rg(¥) =Card (%) = 3‘

3/
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x—2y+32=0} B
r—y+z=0 et G =

5. A T'aide de la dimension, montrer que les espaces vectoriels F' = {(z,y, z) € R3

{ (r,y,2) € R? ’ T+2y+z= 0} sont supplémentaires dans R3.
Solution. Soit u = (x,y,z) € R%. On a les équivalences suivantes :

r—2y+32=0

uelF < {
z—y+2=0

-2 3z=0
<~ v Y+ oz Lo+ Ly — L
y—22=0
r=2y—32=42—-3z2=z2
<~
y =2z

& u=1(2,22,2)=2(1,2,1)
Ainsi,
F={z(1,2,1)eR® | z€ R} = Vect ((1,2,1)).
N—_——
=Br

La famille r engendre F et est de plus libre car constituée d’un seul vecteur non nul. Donc % est une base

de F et ainsi,
dim (F) = Card (%r) = 1.

De méme, on a

G={(zy,2) R’ |2 +2y+2=0}
:{(az,y,z)ER3|x:—2y72}
z{(—2y—z,y,z) eR3 } (y,2) GRQ}

{y(=2,1,0)+ 2(=1,0,1) € R* | (y,2) e R*}

= Vect ((—2,1,0),(-1,0,1))

—Bo

La famille ¢ engendre G et est de plus libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires. Donc B¢ est une
base de G et ainsi,
dim (G) = Card (%¢) = 2.

On observe donc que
dim (F) 4+ dim (G) = 1+ 2 = 3 = dim (R?)..

Méthode 1. De plus, soit u = (x,y,2) € R?, on a

T—2y+32=0

ue FNG & r—y+z=0
r+2y+2=0
T—2y+32=0 I 1oL
. 2 < Lo —1n
< y722—0 L3<¥L37L1
dy—22=0
z—2y+32=0
= y—22=0 L3 < L3 —4Lo
62 =0
R rT=yYy=z=
= U = Ogs.

Donc F'N G = {0gs }. Conclusion,

F et G sont supplémantaires dans R3.

4/
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Meéthode 2. Puisque les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré, on a les égalités ensemblistes
suivantes :

F + G = Vect (#Br) + Vect (Bg)

1 —2 -1
= Vect 21,1 1 |, O
1 0 1
= Vect ; g g Cy Gy +2C)
1 ’ 9 ’ 9 03 < Cg + Cl
1 0 0
= Vect 21,11]),15 Coy < %Ciﬁ
1 1 2
1 0 0
= Vect 21,11]),10 Cs + —% (03 — 502)
1 1 1
1 0 0
=vect | [2],(1],(0 gl lefé”mgcl —Cs
0 0 1 2 C2—0s
1 0 0
= Vect O),{1],10 C1 leftarrowCy — 2C,
0 0 1
=R3

)

car on reconnait la base canonique de R3. Donc F + G = R3. Conclusion,

F et G sont supplémantaires dans R3.




