Mathématiques PTSI, Int30 Cor 2024-2025

Correction de l’interrogation 30
Révisions

1. (a) Donner la définition d’une suite extraite. Quand est-ce qu'une suite extraite converge-t-elle ?
Solution. Soient (uy), oy € RN et ¢ : N — N. Si ¢ est strictement croissante sur N alors la suite (uw(n))
est une suite extraite ou encore une sous-suite de (u,)

neN
neN"
Si (un),, ey converge alors (“w(n))n cny €galement et vers la méme limite.

(b) Enoncer le théoréme de la base adaptée.

Solution. Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, Zr une base de F et
PBe une base de G. On pose B = (Br, Be). Alors,

o FNG={0g} & £ est libre.
e F+G=F & A est génératrice dans F.
o FOG=FE & 2 est une base de E.
(c¢) Donner la forme explicite d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dans le cas ot A < 0.

Solution. Soient (a,b) € R? et (Un),cn la suite vérifiant pour tout n € N, w0 = atni1 + bu,. Soit A le

discriminant de (E.) : 72 —ar —b. Si A < 0, alors en notant r; = re'? et 7 = re~*? les deux racines

complexes de (E.),
I\, p) €R? VneN, tup = 1" (Acos(nb) + psin (nh)).

2. On pose pour tout n € N, I,, = f:“ V3t2 4 1dt. Déterminer la limite de (1,,),,cy-
Solution. La fonction ¢ — 1/3t2 + 1 est continue et croissante sur R;. Donc pour tout n € N et tout t €

[n;n+ 1], on a
V32 +1< V32 +1</3(n+1)24+1=1/3n2+6n+4.
Donc par croissance de l'intégrale, car n +1 > n, on a
n+1 n+1 n+1
[ VEErLas [T e Tas [ VR ot
& V324 1<, <32+ 6n+4

Donc par le théoréme de minoration, on en déduit que (I,,),y diverge et

lim I, = +oc.
n——+00

Bonus : On remarque également que pour tout n € N*,

7

241 1 1, 2 4 4
V3n2 + :\/1+— <\/3n +6n + :\/1+6n+2 '
3n 3n

3n2 T \/3n V3n

. 1 . 6n+4
Jm gLt o = lm g1+ = =1

Donc par le théoreme d’encadrement,

Or

li In 1
1m = 1.
n—-+4o0o \/gn
Ainst,
I, ~ 3n
n—+oo

3. Calculer un développement & l'ordre 2 en 0 de f : x — H% +In(3+x).
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Solution. On a les égalités asymptotiques suivantes :

1 1 T
f(z) = g@ +1In(3) +In (1 + g)

1 r a2 2) x
;h§<1*§+s)+0@) @)+ 3 -555
1 2z (2—3)2? 9
So3 TO g g g ol
1 2z ? 9
0§+1n(3)+§*a+0(17).

T—r

Conclusion,

1 2z a2 9
f(x)xj)og—i—ln(?))—i—?—al—i—o(a: )-

4. Dans E = .7 (R,R) on considére la famille F = (fi : @ — cos (z + k7))

Solution. Pour tout € R, on a

refosy- Caleuler le rang de Z.

V2 V2

fi(z) = cos (x + g) = cos (%) cos(x) — sin (%) sin(x) = > cos(x) — > sin(x)
f2(x) = cos (l’ + g = —sin(x)

f3(x) = cos (:l: + ?%T) = —g cos(z) — ? sin(x)

fa(x) = cos (z + ) = — cos(x)

Des lors,

_ Vi3 B VE
rg (F) =rg | cos, —5 c08 ——-sin, —sin, ——- cos ——- sin, — cos

CQ<—C —§01_§03

= rg(cos,0p, —sin, Op, z — Op) Cy = Cy+ Y20, — L2C3
C5<—C5+C1

= rg (cos, — sin)
= rg (cos, sin) Cy + —Cs.

Or les fonctions cos et sin ne sont pas colinéaires donc (cos, sin) est libre. Conclusion,

rg(F) =2.
nl+2) o 4 £ 0
5. On considere la fonction f : x — {1 z . . Démontrer que f est €' sur | — 1; +oo].
six=
Solution. Posons I =] — 1;+00|. La fonction f est ¢! sur I\ {0} comme quotient de fonctions qui le sont et

dont le dénominateur ne s’annule pas. Montrons que f est continue en 0. On a

In(l+x) Rades
Des lors, pour tout « € I\ {0},

f(x):M ~ Y1

Par conséquent,

lim f(z) = 1= f(0).

z—0

x#0
Donc la fonction f est continue en 0 et donc sur I.
De plus, pour tout = € I\ {0},

1
f/(:c) e - )

X
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On obtient donc,

f(x) in l‘2
x#0
a:—x2+0(x2) — (x—%—ko(mQ))
;ciO xQ
x#0
o)
x:O £L'2
x#0
in _5 to (1)
x#0

Par conséquent, lin% f!(z) existe et vaut —%. En résumé,
540
o fest €l sur I\ {0},
o f est continue sur I,
o lim f/(z) existe et vaut —31.
x—0
z#0
Par le théoréme de prolongement ¢!, on en déduit que

la fonction f est €' en 0 et donc sur I et f'(0) = —

1/2.




