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Correction de l’'interrogation 32
Géométrie de ’espace

n

1. (a) Donner la définition d’un déterminant sur (R™)

Solution. Le déterminant est I'unique application det de (R™)" dans R vérifiant pour tout (Cy,...,C,) €
(R™)", (A, p) € R?,

i. (n-linéarité) Vi € [1;n], VC; € R™,
det (C1,..., AC;y +uCl,...,Cp) = Adet (Ch,...,C4,y ..., Cp) + pdet (Cy,...,CL ..., Ch).
ii. (alternance)V (i,j) € [1;n]?, i # j, on a
det(Cl,...,C’Z—,...,C’j,...,C’n) = fdet(C’l,...,Cj,...,C’i,...,Cn).
iii. (normalisation) Si € est la base canonique de R", det (%) = 1.
(b) Définir le produit vectoriel.
Solution. Le produit vectoriel -A- est I'unique application de (R3)2 dans R3 vérifiant pour tout (1_[, v, 17, 17) €
(R3)" et tout (A, ) € R2,
—> - —> —> —> - —> — —> - — —> — -

o (bilinéarité) ()\quuu’)/\ U=AUAT+pu/ ANV et U /\()\v +;w’) =AUAT+pu AV

o (anti-symétrie) U NV = —T A U.

o Si (€1,€3,€3) est la base canonique de R, e] Aeés = é3, €2 A ez = €1 et €3 Aej = éa

(¢) Définir les deux types d’indépendance pour une famille d’événements.
Solution. Soient (€2,P) un espace probabilisé fini, p € N, p > 2 et (Ai)ie[[lzp]] € 2 (Q)".

i. On dit que les (Ai);cpy.,) € & (2)? sont indépendants deux & deux si et seulement si
ii. On dit que les (Ai);cpy,) € & (Q)” sont indépendants si et seulement si
VJC[L;p], P (ﬂA,) =[P ).
icJ ieJ

2. Soient A (1,2,3), B(2,—1,2) et C'(0,1,—2). Déterminer des équations paramétriques et cartésiennes de D =
(AB) et P = (ABC).

2-1 1
Solution. On note que AB |-1—-2| = | -3/ est un vecteur directeur de D et A (1,2,3) un point de D. Des
2-3 -1
équations paramétriques de D sont donc données par
r=1+1
D: {y=2-3t ,teR
z=3—1
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Meéthode 1. Soit M (z,y,z) € & On a

M eD & ,W’ est colinéaire a E
& AMAAB=70

rx—1 1 0
& y—2({ AN |=3] = |0
z—3 -1 0
0

—y+2+32—-9=
z—3+x—-1=0
—3x+3—-y+2=0

y—324+7=0
& r4+2z—4=0
3r+y—95=0

y—324+7=0
r4+2z—4=0
y—324+7=0

y—32+7=0
T+z—4=0

Conclusion des équations cartésiennes de D sont données par

D {y—3z—|—7:0

r+z—4=0.
3
Meéthode 2. De plus, n7 [1]| est un vecteur normal & D. Puis,
0
N 1 3 1
ABAm = |-3| A 1| =[-3
-1 0 10

1

L3 < L3 73L2

car L2 = Lg.

Donc 13 | —3| est un autre vecteur normal & D qui n’est pas colinéaire & D. Soit M (x,y,2) € &. On a

10

MeD &

{3x—3+y—2=0

=
r—1-3y+6+102—-30=0
3x+y—5=0

=
r—3y+ 10z —25=0.
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Conclusion des équations cartésiennes de D sont données par

D 3xr+y—5=0
" |z -3y +102-25=0

NB : si l’'on souhaite retrouver les équations précédentes :

3 -5=0 10y —302+70=0
vy o Y=oz Ly Ly — 3L,
r—3y+10z2—-25=0 r—3y+102—-25=0
—-3z+7=0 1
= y S L1+ —1,4
r—3y+10z—-25=0 10
—3z+7=0
o yoort Ly ¢ Lo + 3L,.
r+2z—4=0
Méthode 3. Soit M (z,y,z) € &. On a les équivalences suivantes :
r=1+4+t
M eD & JdteR, Cy=2-23t
z=3—1
r=1+4+t¢
& JeR, Cy=2-3t
t=3—-=z2
r=14+3—-=2
& FeR, Cy=2-9+3z2
t=3—-=z2
r+2—-4=0
=
y—3z2+7=0.
Conclusion des équations cartésiennes de D sont données par
D y—32+7=0
r+z—4=0.
N 1 N -1
Pour le plan P = (ABC). On observe que A(1,2,3) € P et que @ = AB |-3| et AC |—1| ou plutdt
-1 -5
— 1
¥ = —AC [1| sont deux vecteurs directeurs de P non colinéaires. Ainsi, des équations paramétriques de P
5
sont données par
r=1+t+s
P y=2-3t+s , (ts) R
z=3—t+5s
Méthode 1. De plus, on a
1 1 —14
UANT=|=3|A|1l]| =]|-6
-1 5 4
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7

ou encore 7 | 3 | est un vecteur normal de P. Soit M (x,y,2) € &. On a

—2

MeP

54
-

Une équation cartésienne de P est donnée par

Méthode 2. Soit M (z,y,z) € & On a

MeP &

=

@1\7‘@:0
z—1 7
y—2 3 =0
z—3 —2

Tx—7+3y—6—-22+6=0
Tr+3y—22—7=0.

P:Tx+3y—22—7=0.

AM , U et U sont coplanaires
det (AM, %, 7) =0
r—1 1 1
y—2 =3 1|=0
z—3 -1 5
z—1 1 0
y—2 -3 4/=0 03(—03—02
z—3 —1 6
r—1 1 0
2ly—2 -3 2/=0
z—3 -1 3
z—1 1 0
2| y—2 -3 2(=0 Ls« Ls— Ly
z—y—1 2 1
z—1 1 0
2|3y—2z =7 0]=0 Lo+ Ly — 213
z—y—1 2 1
r—1 1
23y—2,z 7’_0

2(=Tx+T7—-3y+22)=0
Tr+3y—22—7=0.

Une équation cartésienne de P est donnée par

P:lz+3y—22-7=0.
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Meéthode 3. Soit M (z,y,z) € &. On a les équivalences suivantes :

M eP =

=

r=14+t+s
J(t,s) eR?, {y=2—3t+s
z=3—1t+5s
t+s=x—-1
J(t,s) eR?, {3t—s=2—y
t—5s=3—=%
t+s=x—-1
J(t,s) €ER?, { —4s=2—y—32+3
—6s=3—-—z2z—x+1
t+s=x—1
J(t,s) €R? { —125 = -9z — 3y + 1
—125s = —2x — 22+ 8
t+s=x—1
J(t,s) € R?, { —12s = -9z — 3y + 1
0=Tx+3y—22—-7

t=x—1—-—s5=
2 _ 3a4y—5
3(t,s) € R, {5 ==
0=Tx+3y—22—-7
Tr+3y—22—-7=0.

4

Une équation cartésienne de P est donnée par

3. Soit p: 4 Y20
2c —y—32z=2

P:Tx+3y—2z—7=0.

Solution. Soit M (z,y,z) € €, on a

M eD

r—y—2=0
=
20 —y—3z=2

- r—y—2=0
y—z=2

r=y+z2=242z2
=
y=2+z
r=2+2t
& Jt e R, y=2+t
z=1

L2 < L2 73L1

L3 «— L3 — Ly
5 L2(*3L2
L3+ 2L3

5 L3%L3—L2

r—y—9

Lo+ Ly —21,4

Donc @ (2,1,1) est un vecteur directeur de D et A (2,2,0) un point de D.

. Déterminer H le projeté orthogonal sur D et la distance de O (0,0,0) & D.
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Méthode 1. On calcule directement H et on en déduit la distance :

H=A+ <AO > -
1|/ |12
B e R | R S 1 S S
N o [[VE+T+T ||/ VA+T+T |
[2] [2
—4 -2
= 2| + 5 1
10] 1
(2] 2
=l2| - 1
10] 1
[0
=11
-1
Conclusion,
H(0,1,—1).
Puis,
d(0,D)=0H =1+1=+2.
Conclusion,
d(0,D) =V2.
Méthode 2 pour la distance. Dans le triangle rectangle AOH, on sait que ‘sm ( 0,1 ‘ = @ Autrement dit,
. HA_O’H 1zl ‘sin (40, U)‘ HA_O’AUH
d(0,D) = HO = AO |sin (AO,U)’ - _ =
Il Il
D’ou
-2 2
HT —2| A |1 2
OAUH 0 1 244 VIFIF1
d(0,D) = _ _ S s S N )

=l VAFTHI N
M¢éthode 8 pour la distance. Par le théoreme de Pythagore, on observe que

2

D) _» — —
d(0,D)* = AOH - H AO’Z> .
Iaiva
= AOH AO T>)
U|
—2 ) 21\ \*
4 VA+T+1 1
+ 6
=8—-6=2.
Ainsi,
d(0,D) = V2.
Soient P le plan passant par A (1,—2,—1) de vecteur normal 77 (4,1,5) et D la droite passant par B (2,1,0) et

de vecteur directeur @ (—1,2,1). Déterminer I'intersection de P et D.
Solution. Soit M (z,y,z) € &. On a

r—1 4
MeP o O:<AM‘?{>: y+2|[|1] Y =4z —d+y+2+52+5=dz+y+52+3.
z+1 5

JE
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Donc une équation cartésienne de P est

P:dx+y+52+3=0.

D’autre part, on a une équation paramétrique de D donnée par

Soit M (z,y,z) € &. On a

McPnD

r=2-t
D:y=1+2t ,teR.
z=1

r=2—1t
=1+4+2t

& Jt € R, y +
z2=1
dx+y+52+3=0
r=2—1t

o  gter¥TiTH
z=1
8—4t+1+2t4+5t+3=0
r=2—1t
=142

= Jt € R, 4 2t
z=1
3t =—-12
r=24+4=6
—=1-8=—

& Jt € R, 4 8 7
z=—4
t=—4

& r=6,y=-7 z=—4

Conclusion, la droite D coupe P en un point :

|PND={(6,-7,-4)} ]

atrice par 'opération élémentaire Cy + C; — Cs :

en développant par rapport a la premiére colonne

en développant par rapport da la premiere ligne

2 2 30
, . (2 2 0 3
5. Calculer le déterminant de A = 50 2 2
0 5 2 2
Solution. On commence par simplifier la m
0 2 3 0
0 2 0 3
det (A4) = 5 0 2 9
-5 5 2 2
0 2 3 0
0 2 0 3
= 0 5 4 4 L3 — L3 + L4
-5 5 2 2
2 3 0
=52 0 3
5 4 4
0 3 2 3
_5<2 1 4‘_3’5 4’)
=5(2x(—-12) =3 x (=7))
=15(-8+7) = —15.
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Conclusion,

det (A) = —15.



