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1.

2.

Correction de l’interrogation 08

Equations complexes

(a) Enoncer la proposition retournant les racines carrées d’un complexe.

Solution. Soit z = re'® € C*, avec (r,0) € R% x R. Alors I'équation w? = z d’inconnu w € C admet

exactement deux solutions données par :

w1

= \/;eig et Wy = —wp = \/;ei(%Jrﬁ) .

(b) Enoncer la propriété donnant les racines n-iémes d’un complexe quelconque.

Solution. Soit z = re? € C*, avec (r,0) € R% x R. Pour tout w € C,

wh =z = dk € [0;n —

(¢) Définir une fonction injective, surjective, bijective.
Solution. Soient U € Z (R), V € Z(R), f € & (U,V).
e On dit que f est injective sur U si et seulement si

on a

1], w= Wei(%+%7ﬂ).

Viey) eU?  (flo)=f) = (z=y).
e On dit que f est surjective sur V si et seulement si
Yy eV, Jx e U, y = f(x).
e On dit que f est bijective sur U dans V si et seulement si
Yy eV, dlz e U, y = f(z).

Résoudre dans C ’équation 22 = —5 + 5i.

Solution. On observe que

—5+5¢:5\/§<—‘[+ ‘[) 5v2 et T

Par conséquent, pour z € C, on a les équivalences suivantes :

_545i = 5v/2el T

5\/§ei% ou z=— 5\f2ei%

=1/ 5\/§ei(%+ﬂ) =

= =
Conclusion,
=545 o  z=1\5/2F oU z=1\/5V2e7"F
Résoudre dans C, (z —1)® = (z +1)°.

Solution. Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

(z—=1)°=(z+1)° & 3k € [0; 5], 271:(z+1)61%
= (k=0etz—1=2+1) oU Jke[;5], z—1=(2+ )ei%w
& —1 =1 (impossible) ou Jk € [1;5], = (1 - eik%) — 41
ke
(e | e
& Ik e [1;5], =z= 1e ’ _tﬂ car pour tout k € [[1;5]],61% #1
—e'3
e'E @ e
& Ik e[1;5], z=-——— —
e’ e "6 —e'6
2 km km
o arequs) »- o) _es(d)
—24sin (?) sin (7)
Conclusion, pour tout z € C, on a
km
6 6 cos (°F)
—_— :( Pl .
(z—1) z+1) = z€EQ - k€ [1;5]
sin (£7)
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4. Résoudre dans C I'équation (F) : 92> —3(3 —i)z+4 — 3i = 0.
Solution. Soit A le discriminant associé a (F'). On a

A=9(3—-i)>—4x9(4—3))=9(9—6i—1—16+12i) =9 (-8 + 6i).
Soient (z,y) € R? et § =z + iy € C. On a les équivalences suivantes :

2% — y? + 2izy = -8+ 67

§=-8+6i &
{5Ex2+y28+6ﬂ\64+3vm010

22 —y?=-8
2?2 +y? =10
Yy =3
x2:*8;10:1
y2:102+8:9
zy =3
T = r=-1
{ ou { car zy = 0.
y= y=-3
Posons § = 1 + 3i. Alors, on trouve que
3(3—14)+3(1+3i) 3(3—14)—3(1+319)
F = =
(F) =3 z 18 ou =z 18
3—1+1+31 3—i—1-3i
< Zz=—"7"77-—7—/7/— O0OU 2=—"7-—
6 6
- 4+ 24 ou 2 —4i
= z =
6 6

Conclusion, I'ensemble des solutions de (F') est donné par

2414 1—2¢
y(F):{ 3 ou z= 3 }

5. Soit z € C\ {—i}. Soient A (1), B(z+ 2) et C (iz). Déterminer ’ensemble des complexes z € C\ {—i} tels que
ABC est rectangle en A.
Solution. Puisque zo — Z4 =iz — 1 # 0 car z # —i, on a les équivalences suivantes :

ABC rectangle en A = (@,m)zg [7]
N arg<M)EE (]
20 — ZA 2
& EBTEoRr
2o — ZA
2-1
< Z+ € iR
1z — 1
< .Z+1 iR
1z —1
- z+1 (z—i—l)
iz—1  \iz—1
o z+1  zZ4+1
iz—1  —iz—1
& (z+1)(—iz—1)=—(z+1) (iz—1) car z # —i
& |z —z—iz—1=—ilz[ +z—iz+1
& O=z+zZ—i(2—2)+2
& 2Re(z) —i2ilm () +2=10
& Re(z) +Im(z) +1=0.
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Posons z = x + iy, alors,
ABC rectangle en A & z+y+1=0 & y=—x—1.

On observe que z = —1 fait partie de la droite obtenue. Conclusion, ’ensemble solution est la droite d’équation
y = —x — 1 privée du point d’affixe —i.

|/ ={s=a+iyeCly=—z—-1}\{-i} ]




