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Correction de l’interrogation 08
Equations complexes

1. (a) Enoncer la proposition retournant les racines carrées d’un complexe.
Solution. Soit z = r eiθ ∈ C∗, avec (r, θ) ∈ R∗

+ × R. Alors l’équation ω2 = z d’inconnu ω ∈ C admet
exactement deux solutions données par :

ω1 =
√

r ei θ
2 et ω2 = − ω1 =

√
r ei( θ

2 +π) .

(b) Enoncer la propriété donnant les racines n-ièmes d’un complexe quelconque.
Solution. Soit z = r eiθ ∈ C∗, avec (r, θ) ∈ R∗

+ × R. Pour tout ω ∈ C, on a

ωn = z ⇔ ∃k ∈ J0; n − 1K, ω = n
√

r ei( θ
n + 2kπ

n ) .

(c) Définir une fonction injective, surjective, bijective.
Solution. Soient U ∈ P (R), V ∈ P (R), f ∈ F (U, V ).

• On dit que f est injective sur U si et seulement si

∀ (x, y) ∈ U2, (f(x) = f(y)) ⇒ (x = y) .

• On dit que f est surjective sur V si et seulement si

∀y ∈ V, ∃x ∈ U, y = f(x).

• On dit que f est bijective sur U dans V si et seulement si

∀y ∈ V, ∃!x ∈ U, y = f(x).

2. Résoudre dans C l’équation z2 = −5 + 5i.
Solution. On observe que

−5 + 5i = 5
√

2
Ç

−
√

2
2 + i

√
2

2

å
= 5

√
2 ei 3π

4 .

Par conséquent, pour z ∈ C, on a les équivalences suivantes :

z2 = −5+5i = 5
√

2 ei 3π
4 ⇔ z =

»
5
√

2 ei 3π
8 OU z = −

»
5
√

2 ei 3π
8 =

»
5
√

2 ei( 3π
8 +π) =

»
5
√

2 ei( 11π
8 ) .

Conclusion,

z2 = −5 + 5i ⇔ z =
»

5
√

2 ei 3π
8 OU z =

»
5
√

2 e−i 5π
8 .

3. Résoudre dans C, (z − 1)6 = (z + 1)6.
Solution. Soit z ∈ C. On a les équivalences suivantes :

(z − 1)6 = (z + 1)6 ⇔ ∃k ∈ J0; 5K, z − 1 = (z + 1) ei 2kπ
6

⇔ (k = 0 et z − 1 = z + 1) OU ∃k ∈ J1; 5K, z − 1 = (z + 1) ei kπ
3

⇔ −1 = 1 (impossible) OU ∃k ∈ J1; 5K, z
Ä
1 − ei kπ

3
ä

= ei kπ
3 +1

⇔ ∃k ∈ J1; 5K, z = ei kπ
3 +1

1 − ei kπ
3

car pour tout k ∈ J1; 5K, ei kπ
3 ̸= 1

⇔ ∃k ∈ J1; 5K, z = ei kπ
6

ei kπ
6

ei kπ
6 + e−i kπ

6

e−i kπ
6 − ei kπ

6

⇔ ∃k ∈ J1; 5K, z =
2 cos

(
kπ
6
)

−2i sin
(

kπ
6
) = i

cos
(

kπ
6
)

sin
(

kπ
6
) .

Conclusion, pour tout z ∈ C, on a

(z − 1)6 = (z + 1)6 ⇔ z ∈
®

i
cos

(
kπ
6
)

sin
(

kπ
6
) ∣∣∣∣∣ k ∈ J1; 5K

´
.
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4. Résoudre dans C l’équation (F ) : 9z2 − 3 (3 − i) z + 4 − 3i = 0.
Solution. Soit ∆ le discriminant associé à (F ). On a

∆ = 9 (3 − i)2 − 4 × 9 (4 − 3i) = 9 (9 − 6i − 1 − 16 + 12i) = 9 (−8 + 6i) .

Soient (x, y) ∈ R2 et δ = x + iy ∈ C. On a les équivalences suivantes :

δ2 = −8 + 6i ⇔
®

x2 − y2 + 2ixy = −8 + 6i

|δ|2 = x2 + y2 = |−8 + 6i| =
√

64 + 36 =
√

100 = 10

⇔


x2 − y2 = −8
x2 + y2 = 10
xy = 3

⇔


x2 = −8+10

2 = 1
y2 = 10+8

2 = 9
xy = 3

⇔
®

x = 1
y = 3

OU

®
x = −1
y = −3

car xy ⩾ 0.

Posons δ = 1 + 3i. Alors, on trouve que

(F ) ⇔ z = 3 (3 − i) + 3 (1 + 3i)
18 OU z = 3 (3 − i) − 3 (1 + 3i)

18
⇔ z = 3 − i + 1 + 3i

6 OU z = 3 − i − 1 − 3i

6
⇔ z = 4 + 2i

6 OU z = 2 − 4i

6

Conclusion, l’ensemble des solutions de (F ) est donné par

S(F ) =
ß2 + i

3 OU z = 1 − 2i

3

™
.

5. Soit z ∈ C \ {−i}. Soient A (1), B (z + 2) et C (iz). Déterminer l’ensemble des complexes z ∈ C \ {−i} tels que
ABC est rectangle en A.
Solution. Puisque zC − ZA = iz − 1 ̸= 0 car z ̸= −i, on a les équivalences suivantes :

ABC rectangle en A ⇔
Ä

#    »

AB,
#    »

AC
ä

≡ π

2 [π]

⇔ arg
Å

zB − zA

zC − zA

ã
≡ π

2 [π]

⇔ zB − zA

zC − zA
∈ iR

⇔ z + 2 − 1
iz − 1 ∈ iR

⇔ z + 1
iz − 1 ∈ iR

⇔ z + 1
iz − 1 = −

Å
z + 1
iz − 1

ã
⇔ z + 1

iz − 1 = − z + 1
−iz − 1

⇔ (z + 1) (−iz − 1) = − (z + 1) (iz − 1) car z ̸= −i

⇔ −i |z|2 − z − iz − 1 = −i |z|2 + z − iz + 1
⇔ 0 = z + z − i (z − z) + 2
⇔ 2Re (z) − i2iIm (z) + 2 = 0
⇔ Re (z) + Im (z) + 1 = 0.
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Posons z = x + iy, alors,

ABC rectangle en A ⇔ x + y + 1 = 0 ⇔ y = −x − 1.

On observe que z = −i fait partie de la droite obtenue. Conclusion, l’ensemble solution est la droite d’équation
y = −x − 1 privée du point d’affixe −i.

S = {z = x + iy ∈ C | y = −x − 1} \ {−i} .
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