Mathématiques PTSI, IntEnt11 Cor 2024-2025
Correction de l’interrogation 11
d’entrainement
Equations différentielles d’ordre 2 et calcul
dans R

1. Restituer le cours.

1.1 Soient (a,b,c) € K3, I un intervalle de R, dq : I — K et dy : I — K deux fonctions continues sur I et (E7),
(E2) et (F) les équations suivantes :

(E1) Veel, ay’(z)+by'(x) + cy(x) = di(x)
(E2) Veel, ay’(z)+by'(x) + cy(z) = da(z)
(E) Ve el, ay’(x)+ by (x) + cy(z) = di(z) + da(x).

Si y; est une solution de (E7) et si yo est une solution de (Es3) alors y; + y2 est une solution de (E).

1.2 Soient (a,b,c) € K3, a # 0, I un intervalle de R, d : I — K une fonction continue sur I, to € I et
(y0,y1) € K2. Alors le probléme de Cauchy

() - {(E) VeI, ay"(t)+ by (t) +cy(t) = d(t)
" y(to) = yo et ¥/ (to) =1

admet une unique solution.

1.3 Soit A € & (R). On a les définitions suivantes :

A est majorée & M eR, Ve e A, z<M
A est minorée = ImeR, VreA, m<z
A est bornée & I(M,m) eR?, Ve € A, m<xz< M.

1.4 Soit A € & (R). On a I’équivalence suivante :
A est bornée = IMeR, Vxe A, |z| <M.
1.5 Soient A € 2 (R) et (m, M) € R% On a les définitions suivantes :

m = min (A) & meA et Vre A, m<zx
M = max (A) = MecA et Vee A, z< M.

1.6 Soit A € & (R). On a les définitions suivantes :

sup (A) = min{M € R | M majore A}
inf (A) = max {m € R | m minore A}.

2. Manipuler la valeur absolue dans des inéquations.

2.1 Soit € R. On considére I’équation (E) : |22 — 4| < |z — 1|. On note que
20 —4 >0 = T =2 et r—12>0 & z > 1.
Premier cas, x < 1. Alors
(E) & 4-2z<1—z & 3<z

ce qui est impossible car z < 1. Donc ’ensemble solution dans ce cas est % = 0.
Deuzxieme cas, 1 < x < 2. Alors

5 6
(E) = 4 -2z <x—1 & 5< 3z & x>§<§:2.



Troisieme cas, x > 2. Alors
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Donc 'ensemble solution dans ce cas est .%% = [3;2].
(E) & 2r—4<x—-1 & <3

Donc I'ensemble solution dans ce cas est .5 = [2;3].
Conclusion, I’ensemble des solutions est

y:yluyguygz {2,3}

2.2 Soient z € Ret (E) : In(Jz — 1]) — 2In (Jz|) + In (Jz + 1]) < 1. L’équation (E) a un sens si et seulement si
(x—1#0 ET x#0 ET z+1+#0) & z e R\ {-1;1}.
Soit x € R*\ {—1;1}. On a

(E) &

-

Tt ¢

=

=

m(WU§+U><1
||
2% 1]
In 5 <1
T

|22 — 1|
T<e
|x271| < ex? car 22 > 0
2

car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R’

—er?<r’—1l<ex
(e+1)z?>1
(e—1)z% > -1

1

2
x >e_~_1

9 . . car e+1>e—1>0
x° > —— toujours vral

1 1
ou x >

ve+1 Ve+l

1

1

On note que —1 < ~ 7ot < 0< e < 1 Ainsi ’ensemble des solutions est

1 1
MMM

y:]—oo;—l[u}—l;— ;1{U]1;+oo[.

2.3 Soit # € Ret (E) : /][22 =1 <z —5. Ona |z? — 1] > 0 donc (E) est bien définie sur R.
Premier cas, si x < 5, alors x —5 < 0 < /|22 — 1]. Donc (F) n’a pas de solution strictement inférieure &

O.

Second cas, si x > 5. Alors,

(E) & ’xQ—l‘g(ﬂc—5)2 car |x2—1’>Oetx—5>O
&  —(@-5)°<2?-1<(z-5)°
=Y 224100 —-25<2? - 1< 22— 102+ 25
222 —10x+24 >0
==
102 < 26

- 22 —5x+12>0
r < 133 < % = 5 impossible.

Conclusion, I’ensemble des solutions est

S = 0.

2/fi9
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2.4 Soit x e Ret (E): |22 — 3|+ |3 — | — |x — 7] < 2. On note que

2.5

20—3 >0 = T > = et 3—x >0 & r <3 et z—72>20 & x=>7.

. . 3
Premier cas, si x < 3, alors

3
(E) = 3—2x+3—x+x—-7<2 & -3<2x = —igx
Donc dans ce cas I’ensemble solution est . = [—% ; %}
Deuziéme cas, si % <z < 3, alors
9, . . 6
(E) & 20 —3+3—x+x-7<2 & 20 <9 o z < §toujours vrai car z < 3 = 7
Donc dans ce cas I’ensemble solution est . = [% ; 3}.
Troisiéme cas, si 3 < x < 7, alors
15
(E) & 2r -3+ -3+ —-7<2 2N 4x < 15 & xéz.

Donc dans ce cas ’ensemble solution est .5 = [3; %]

Quatrieme cas, si x > 7, alors

1
(E) & 20—3+2x—-3—2x+7<2 & 2x <1 & x<§ impossible car x > 7.
Donc dans ce cas ’ensemble solution est .%; = 0.
Conclusion ’ensemble solution est
3 15
S =AUSHUSAUSY = {—5; Z} .

Soit x € R. On a les équivalences suivantes :

22 —8r+11] <4 & —4<2? —8r+11<4

22 -8z +15>0
54
2?2 —8x+T7<0.

Soit Aj le discriminant de 22 —8x+15. Ona A; = 64 —4 x 15 = 4 (16 — 15) = 4. Donc les racines associées

sont 82 842
T = 5 =3 et To = 5 =

Soit maintenant A le discriminant de 72 —8x +7. Ona Ay =64 —4 x 7=4(16 —7) = 4 x 9 = 36. Donc

les racines associées sont

5.

B

5 > 7.

Par conséquent,

22 —8r+ 11| <4 = {$<3
1<z

Conclusion, I’ensemble solution est

| =[1:3]U[5: 7). |

3. Savoir déterminer les solutions d’une équation homogéne d’ordre 2.

3.1

Soit (E.) : r?+2r—15 = 0 I'équation caractéristique associée et A son discriminant. On a A = 4+ 60 = 64.
Donc les racines de (E.) sont :
248 -2-38
r= 5 =3 et ry = 5 = —b5.
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Donc les solutions de (Ey) sont

& R—R
0 t— Cy e +Cy e ot

(01,02) c Rz} .

On a donc pour y une fonction deux fois dérivable sur R 1’équivalence suivante :

3(C1,C,) € RQ, VteR, y(t)=0C e +Cye 0
y solution de (£?) & y(0)=C1+Cy=8
y/(O) = 301 — 502 =8.

Or pour (C1,Cs) € R?

Ci1+Cy;=8 Cy=8-C Cy=8-C
{1+ 2 PN {2 1 N {2 1

3C1 —5C, =8 3C; —40+5C, =8C; — 40 = 8 Ci=2%=6
Co =2
< 48

Cl_§:6

Conclusion, on trouve bien une unique solution & notre probléeme de Cauchy (£?), donnée par

R—=R
Y 66 20t
3.2 Soit (E.) : r*+ 7+ 2 = 0 'équation caractéristique associée et A son discriminant. Ona A =1—10 = —9.

Donc les racines de (E.) sont :

—1+3i ¢ —1—-3

ry = e ro = .

' 2 2 2
Donc les solutions de (Ep) sont
R —R

S = 3t>) (Cl,CQ)GRz

¢ 3t .
tre 2 <01 cos <5> + (5 sin (5

On a donc pour y une fonction deux fois dérivable sur R 1’équivalence suivante :

y solution de (&)
3(C1,Co) €R?, VEER, y(t) =72 (Crcos (%) + Cosin (%))
= y(r) = —Che™2 = —e~

[SE]
>
&

Il
(=

y(m)=3e %,
{EICl eER2 VteR, y(t)=c 2 (C1cos (3) +sin
y(m =5 F (- +e 3 (301 (1) +0) = 3
- {301 ER% VtER, y(t)=e"3 (Ccos (&)
Cy=2.

Conclusion, on trouve bien une unique solution & notre probléme de Cauchy (&), donnée par

R—R
. t 3t 3t
Y t—e 2 (2005 <5>+sin <§>>

3.3 Soit (E.) : 72—16r+64 = 0 1’équation caractéristique associée et A son discriminant. Ona A = 162—4x64 =
82 x 4 — 4 x 82 = 0. Donc I'unique racine de (E,) est :
16

7'0:3:8.

4/i0
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Donc les solutions de (Ey) sont

R—R
yo{

C,Co) e R? S .
tHegt(Clt—&—Cg) ( ! 2) }

On a donc pour y une fonction deux fois dérivable sur R 1’équivalence suivante :

= (Cl, 02) S R27 vVt € R, y(t) = e (Clt + CQ)
y solution de (&) & y(1) =e®(C1 +Cy)=e* & C1+Cy =e©
y'(1) =8e® (C1 +Co) + Cr1e® =e? & 9C; +8C, =e7 6.

Or pour (C1,Cs) € R?

Ci1+Cy = e~ 6 N Cy = e~ 6 -1 N Cy = e~ 6 -1
9C1 +8Cy = e 6 9C + 8e 6 -8Ch = e~ 6 C) = —7e 6
Cyo=e%47e6=8¢F6
<~
Cl =_—T7e¢ 6

Conclusion, on trouve bien une unique solution & notre probléme de Cauchy (£?), donnée par

R—-R
TN (=7t +8)e¥ 6.

3.4 Soit (E.) : v — 3r + (3 — i) = 0 I'équation caractéristique associée et A son discriminant. On a A =
9 — 12 +4i = —3 + 4i. Soit d = a+ib € C, (a,b) € R% On a les équivalences suivantes :

2 12 . _ .
22— A N {a b* + 2iab 3+4i

2
0" = |A]
a?—b?=-3
= 2ab =4

A+ =y/9+16=5

a?=1
= =4
ab=2

=1 -1
& “ ouU “ car ab > 0.
b=2

Posons ¢ = 1+ 2i. Alors les racines de (E,) sont :

1+2¢ —-1-2i
:M:2+i ot T2:u:1,i.

& 2 2

Donc les solutions de (Ey) sont

o R—C
0= tes O o2+t +C, o(1=0)t

(Cl,CQ) c Cg} .

On a donc pour y une fonction deux fois dérivable sur R 1’équivalence suivante :
3 (Cl, CQ) S (C27 Vt € R, y(t) =C4 e(2+i)t +Cy e(l_i)t

y solution de (&) & y(0)=C1+Cy=1
Y(0)=2+4+9)Ci+(1—-19)Co=1+2i.



3.5
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Or pour (C1,Cy) € C?,
Ci+Cy=1 - Co=1-0C
(24i)C1+(1—49)Co=1+2¢ 24i)C1+1—-i—(1—-49)C1=1+2
Co=1-0C4
=
(1 —+ 22) Cl = 3Z
- {5_1—01
3i _ 3i(1—2i) _ 6+3i
Cr= 1+2¢ I+4 = Jg
— 6+3t _ —1—3¢
o famipmeoae
Oy = 55

Conclusion, on trouve bien une unique solution & notre probléme de Cauchy (&), donnée par

R—-R

Wi 643 iy 143 oy
5 5

Soit (E.) : r* + (1 +4)r +i = 0 Iéquation caractéristique associée et A son discriminant. On a A =
(140 —4i=14+2—1-4i=1-2i—1=(1—14)>
NB : si vous n'avez pas vu directement la factorisation surtout ne poser pas 6 = a + ib tel que 62 = A car
on connait la forme trigonométriqgue de —2i = 2¢"% dont les racines sont £v/2e* . On retrouve alors
1—14 et —1+1 en développant.
Les racines de (E.) sont donc

it l—i —l—i—14i

r o= —s = —1 et Tro = 5 =—1.

Donc les solutions de (Ep) sont

R—C
Fo = —it —t
t— Cre " +Che

(01,02) S CQ} .

On a donc pour y une fonction deux fois dérivable sur R 1’équivalence suivante :

3(C1,C) € C?, VtER, y(t)=Cre  +Cye?
y solution de (&) & y0)=C1+Cy =2
y'(0)=—iC, —Ca =0 & Cy = —iCh
3(C1,C) € C?, VtER, y(t)=Cre  +Cye?
& y0)=C1—iC1 =2 & Cr =15 =1+
Cy=—i(l+i)=1—1i

Conclusion, on trouve bien une unique solution & notre probléme de Cauchy (£?), donnée par

R—R
Y s At i) e+ (1—i)e .

4. Savoir déterminer une solution particuliére.

4.1

Soit (E,) : r2 +4r 4+ 4 = (r +2)* = 0 I'équation caractéristique associée & (E). L'unique racine double de
(E.) est donc g = —2 et non 2! On pose en conséquence (a,b) € R? et

VtER, y,(t) = (at +b)e*.
La fonction ¥, est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

yp(t) = (a+ 2at + 2b) e** = (2at + 2b + a) >
Yy (t) = (2a + 4at + 4b + 2a) ¢** = (dat + 4b + 4a) e* .

6 fi0
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4.2

4.3

Donc

Yp est solution de (E)

& VteER, (4at +4b+4a)e® +4(2at + 2b + a)e* +4 (at + b)e* = (L + 1) e*

& VteR, (da+8a+4a)t+4b+4a+8+4a+4b=t+1
& vVt € R, 16at+ 16b+8a =1+ 1.

On note que la derniere assertion est vrai si

car €' #£0

{16@ =1 o {a = 15
— _1-8a _ 1-3 _ 1

16b+8a =1 b="3"= ¢ = 3
Conclusion,

R—R

Yp 2t +1 ,, est une solution de (E).
ts et
32

Soit (E.) : r24r—2 = 0 I'équation caractéristique associée a (E) et A son discriminant. Ona A = 1+8 =9

donc les racines de (E.) sont

-1+43 ~1-3
T = = =
! 2

—2.
2

1 et ro =

Puisque 1 est une racine simple de (E.), on pose a € R et
VteR, y,(t)=ate".

La fonction ¥, est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

yp(t) =a(t+1) et
yyt)=a(t+1+1)e =a(t+2)e".
Donc
yp est solution de (FE) & VteR, a(t+2)e'+a(t+1)e" —2ate’ =9e’
< VieR, a(2t—2t+2+1)=9 car e' #£0
& 3a =9.
Conclusion,
ROR ot lution de (E)
: est une solution de .
P atet
Puisque le second membre est polynomiale, il est inutile de cherche les solutions de l’équation caractéristique.

Soient (as, az, a1, ag) € R* et
VtER, y,(t) = ast® + ast® + ait + ag.
La fonction ¥, est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

y,(t) = 3ast® + 2aqt + aq
Yy, (t) = 6ast + 2as.

Donc

yp est solution de (E)

4 Vt € ]R, 6ast + 2as — 3 (3a3t2 + 2ast + (11) +2 (agtS + a2t2 + a1t + ao) = 4t3 —6t+4
& YVt €R, 2a3t® + (2a2 — 9a3) t* + (2a1 — 6ay + 6a3) t + 2ag — 3a; + 2ay = 4t3 — 6t + 4.

79
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44

4.5

On note que pour la derniére assertion soit vraie, il suffit que

2(13 =4 az = 2

2a3 — 9az = 0 - ap =% =9

2a1 — 6as + 6ag = —6 a; = —6+6(122—6a3 = 76+524712 =18

2a0 — 3a1 + 20y = 4 ap = H3a=202 — 4518 — 90,
Conclusion,

R—R | de (B)
: est une solution de .
P 28 4 0% 418+ 20

Soit (E,) : 72 —4r + 4 = (r — 2)® = 0 'équation caractéristique associée a (E). Puisque 2 est une racine

double de (E.), on pose a € R et
VtER, y,(t) =at?e*.

La fonction ¥, est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

yn(t) = a (267 + 2t) e
yp(t) = a (4% + 4t + 4t + 2) ' = a (44° + 8t + 2) *'.

Donc

yp est solution de (E) & VtER, a(4t® + 8t +2)e* —da (2t + 2t) e* +4at® * = 5e*
& VteER, a(4®+8t+2—8°—8t+4t*) =5  car e £0

< 2a = 5.
Conclusion,
R—R
Yp : 5¢2 . est une solution de (E).
s ——e?
2
Soit (E.) : 2 +4=0 & 7?2 = -4 & r = £2i Péquation caractéristique associée & (E). On considere
I’équation )
(F) VeI, y'(t)+4y(t) = (1+1t)e*.

Puisque 2i est une racine simple de (E.). On pose (a,b) € R? et
VtER, z(t) =t(at+b)e* = (at® +bt) *".
La fonction ¥, est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

2 (t) = (2iat® + 2ibt + 2at + b) €' = (2iat® + 2 (a + ib) t + b) *"*

2 (t) = (—4at® + 4i (a + ib) t + 2ib + diat + 2 (a + ib)) *" = (—4at® + 4i (2a + ib) t + 2 (a + 2ib)) " .

Donc
zp est solution de (E)
& VteR, (—4dat®+4i(2a+ib)t + 2 (a+ 2ib)) e* +4 (at® + bt) &> = (t + 1)
& Vt € R, —dat® +4i(2a +ib)t + 2 (a + 2ib) + 4at® + 4bt =t + 1 car ¥ =0
=4 Vte R, 8iat+2a+4ib=t+1

On note alors que pour que la derniére assertion soit vraie, il suffit de vérifier

Sia =1 a=—g
b — < 1-2a _ 14+% _ 444 4i—1 _ 1-4i
2a +4ib=1 b=t =A== 22 =
D’ou,
R—+R
Zp C9t2 4 (1 — At o — 202 4 (1 — 44) ¢ est une solution de (F).
Py T2 (A0t e 22 A D op 4 isin (26))

16 16

8 fi0
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Donc pour tout t € R,

1

Re (2,(t)) = G (2t%sin (2t) 4 tcos (2t) + 4t sin (2t)) .
Conclusion,
R—R
Yp = Re(zp) : R 2t2 sin (2t) + t cos (2t) 4 4t sin (2¢) ©st une solution de (E).
16
5. Calculs d’équivalents.
5.1 On sait que lim,_. ShLﬂ = 1 donc sh(zx) ~, L par élévation au carré, sh?(x) ~ 22. De plus,
T T—>
e’ —1
I = exp/(0) = = 1.
lim — exp'(0) =e
Donc e* =1 ~ . On observe alors que
z—0
3z° <« sh?(z) <« e”—1
z—0 z—0
Donc
3z° —sh®(z) +e* -1 ~ e*—1 ~ z.
z—0 z—0
5 2 . . . sin(u)
Posons u(x) = 32° —sh”(z)+e” —1. Puisque u(z) ~ z,u(x) — 0.Orsin(u) ~ wu (car lim ——= = 1),
z—0 x—0 u—0 u—0 u
donc
f(z) = sin (u(x)) ot u(z) Rare2
Conclusion,
/@) ~ @
x—0

5.2

Vo € R, —e ¥ K ” <e ”.
e
Ore ™ — 0. Donc par encadrement,
r—r+00
. sin (e*
lim (e) =0.
x— 400 et

Autrement dit : sin (82"”) < e”. De plus,

xr——400

mln(x) — eln(ac) In(z) _ elnz(x) )

Donc n(a)
n(x 5 _ _1n%(x)
eln (z)—z _ e x(l = ) .

el

. ; In?(x In? o
Par croissance comparée, nz(g“) — 0. donc —z (1 — HT(I)) — —o0 et ainsi,

T—400 r—400
In(z) n2(z)
s X . —z(l———
lim — = lim e ( B ) =0.
z—+oo e’ z—+00

Dow, 2™*) <« e*. Ainsi,

x

r—+00
13 3 13
f(z) = sin (e*) + 2@ 4 56 43 ch(x) = sin (e**) + @) 4 5 e® +5 e % g
Conclusion,
3,
@) o~ 5

o/t
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5.3

5.4

5.5

5.6

On note que
2 7_ 1 2 Qa T_ 1
22 4+5r+3+ L - L )

De plus, £ — ?12 —» Oetdoncer =7 —p 1. Conclusion,

)
z Tr— 400 r—+0o0

BN

~ 245243
f(.’l? T—+00 ¢ '

Il est trés important de noter qu’il est impossible de simplifier plus le résultat. Notamment affirmer x2 +

. . 2 2
504+3 ~ x? implique e® T5%F3  ~ % est FAUX!! En effet,
Tr—+00 r—+00
ew2+5w+3
lim ——— = lim 93 = 4.
r——+o0 e r——+0o0

On remarque que

sin(x) n cos(z) tan(xz) €°

li 5
S VaE et 9 3 2 2

Donc par composition,
lim f(z) = arctan(l) = % # 0.

z—0
Conclusion,
™
x) ~ —.
f( )ac—>0 4
. . arcsin(u) . 5
On sait que lim ————— = 1. Donc arcsin(u) ~ wu. Posons u(z) = x
z—0 U u—0
arcsin (332) ~ 2. D’autre part et de méme, on a tan(u) ~ wu, avec u = 2> — 0 donc tan (a:s)
z—0 u—0 z—0
Enfin, z cos(x) X 1 = . Donc on en déduit que
T—r

tan®(r) < arcsin (x2) < wcos(x).
z—0 z—0
Des lors,

arcsin (12) + tan®(z) + x cos() ~o cos(x) ~o T
r—r r—r

Par élévation a la puissance 5, on conclut que

flz) ~ ab.

r—0

On note que

5
lim arctan(z) +e *+— = T 4o

T—+00 x 2

Donc

, T
arctan(z) + e " +—- ~ —.
T x—4oo 2

Par croissance comparée, on a
In'(z) < 2%

r—r+00

De plus,

1 . .
Donc z7 < 2. Ainsi,
r—r+00

Par quotient, on obtient que

1 1
+ = =0+0+-+0+- =1

—e s — =1 par croissance comparée.

— 0. Donc par composition,
z—0

~ 5.

x—0



