Mathématiques PTSI, IntEnt12 Cor 2024-2025

Correction de l’'interrogation 12
d’entrainement
Calculs dans R et matriciels

\. J

1. Restituer le cours.
1.1 Soient A € Z (R) et (a,b) € R% On a les définitions suivantes :

a = inf (A) & a =max {m € R | m minore A}
b=sup(A) & b=min{M € R| M majore A}.

1.2 Soit A € 2 (R).

Si A est non vide et minorée alors A admet une borne inférieure.

Si A est non vide et majorée alors A admet une borne supérieure.
1.3 Soit I € £ (R). On dit que I est un intervalle de R si et seulement si
VY (a,b) € I?, [a;0] C 1.

1.4 Pour tout x € R il existe un unique entier n € Z tel que n < x < n + 1. Cet entier n est appelé partie
entiere de  : n = |x].

1.5 L’ensemble QQ est dense dans R :
V(z,y) eR?, x <y, IrcQ, z<r<y.
De méme lensemble R \ Q est dense dans R :
V(z,y) eR?, z <y, JacR\Q, z<a<y.

1.6 Soient n € N* et A € 4, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
i. A est inversible
ii. 3B € A, (K), AB=1,
iii. 3B € #,, (K), BA=1,
De plus dans chacun des cas, B = A~
1.7 Soient n € N*, m € Net (A, B) € A, (K)Q. On suppose que A et B commutent i.e. AB = BA alors,

L A+B)" =Y <T]Z> Akpm=k

k=0
m—1

ii. Sim#0, A" — B™ =(A—-B) Z Ak gm—1-k
k=0

1.8 Soient n € N* et (A, B) € .4, (K)*. Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et
(AB) ' =B'a 1.

2. Ecrire une matrice. Calcul matriciel élémentaire. Dans chaque cas, on obtient :

010 1 01
21 A=[1 0 1]etA2=(0 2 0
01 0 1 01
le g 2 1 4 7 10
22 A= et AT=12 5 8 11
T8 9 3 6 9 12
10 11 12



1 2 -3 4
1 2 3 4 ;ig
25 A=(2 4 6 8 ]et AT =
4 8 12 16 3.6 12
4 8 16

—i =21 =3 —4
et AB=1 1 2 3 4
? 24 3% 43

1 1 1 1 0o 2 2
1 2 2 2 -1 4 1
2.7 A= 1 2 3 3 et AB = 9 4 0
1 2 3 4 -2 4 -1
(01 s (1 0y,
s a=(" Neew— (b 9aca
1 0 - 0 1 0 - 0
29 A= 0 v : et A" = O w - : =1, car w € U,.
e T 0 R 0
0 --- 0 wn! 0 - 0 wrDbn
5 10 15 5 25
2104= (3 Y D) ean=(] 2)

3. Savoir manipuler la racine carrée dans des inéquations.
3.1 Soient z € R et (F) : \/ﬁ vVr—4>1.0Onax—4>0 < x> 4. Soit maintenant z > 4. On a alors

{5
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02 3 4 3 -2
2 0 6 8 8§ =8
23 A= 36 0 12 et AB = 3 _g
4 8 12 0 16 8

z—4vVr—4>0 & z>4vVx —4 & x2>16(m—4) carx > 4
& 2? — 162+ 64 > 0
= (z — 8)% > 0 toujours vrai.
Donc pour tout = > 4, (E) est bien définie. Soit z > 4. On a
(E) & r—4vVr—4>1 carx —4vVx —4>0
& r—1>24vVx—4
& (z—1)° > 16 (z — 4) carx—1>0carxz >4
& 22 —2x+1— 162 +64 >0
& 2% — 18z + 65 > 0.
Soit A le discriminant associé. On a
A=4x9%—4x65=4(81—65)=4(16) =8>
Donc les racines associées sont x, = % =b5etxy = % = 13. Conclusion, ’ensemble solution est

|7 =[4; 5]U[13; +oo[ .|

3.2 Soient z € R et (E) :
x> —2.

2/

x —1 < Va4 2. L’équation (E) est bien définie si et seulement si > —2. Soit
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3.3

3.4

Premier cas, v < 1, alors x — 1 < 0 < Vo + 2 et (E) est donc vraie et I’ensemble solution dans ce cas est
yl = [—2; 1]
Second cas, 1 < x, alors

(E) = (z—172<z+2 carx—1>0etx+220
& 22 —2rx+1 <z+2
& 22— 3z —-1<0.
Soit A le discriminant associé. On a A = 9 + 4 = 13. Donc les racines associées sont ©; = 3*5/ﬁ et

2y = Y13 Or 9 < 13 < 16 donc 3 < /13 < 4. Donc

1 7
—§<x1<0 et 3<x2<§.

Par conséquent dans ce cas, 'ensemble solution est % = [1; x3).
Conclusion, ’ensemble solution est

S = AUy = [~2; 20] = {—2; “2\@}

Soient x € Ret (E) : Vo + 2 < vz + 1+ 1. L’équation est bien définie si et seulement si x > —2 et z > —1
i.e. si et seulement si x > —1. Soit maintenant x > —1. On a

(E) & r+2<zcx+1+2vVe+1+1 carz+1>20etx+220
= 0 < 2vx + 1 ce qui est toujours vrai.

Conclusion I’ensemble solution est donné par

‘Y:[—l;—i—oo[.‘

Soient z € R et (F) : Vaz =1+ V22 -2 > 3. L’équation est bien définie si et seulement si 22 > 1 et
22 > 2 i.e. si et seulement si 22 > 2 ou encore si et seulement si x € ]—oo; —/2| U [\/?, —|—oo[. Posons
U =]—00; —v2] U [vV2; 400 et soit maintenant z € U. On a

(E) & Vaz—123—+Va?-2.
Premier cas, 3 — v22 — 2 < 0 alors (F) est vraie. Or pour « € U,

3—v22-2<0 &= 3< Va2 -2 = 9< 222 car 22— 23>0
<= x> 11.

Donc (F) est vraie sur Uy = }—oo; —/11| U [\/ﬁ, —|—oo[.
Second cas, v € U = U N |—V11;V11[ = | —V11; —V2[ U ]V2; V11[. Alors,

(E) & Vaz—1>23—+vz2-2
22—-129—-6y22—-2422-2 carz?—1>0et3—v22-2>0

<
& 6vVz2—-2>8
pas 362—2>é

~3

16
& x2—2>§ Carx2—2>0
4 x2>%

~ 9
V34 v 34

Or2 < 3t <11 et donc v2 < @ < +/11. Donc dans ce cas, (E) est vraie sur ] —V11; 7@] U [@ ;11 [
En prenant 'union des deux ensembles trouvés, on conclut que I’ensemble solution est donné par

y:}—oo;—m} U {—\/374;—#00{.

3 3

3/
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3.5 Soient z € Ret (E) : Va2 + 5z + 3 < x+ 2. Soit A le discriminant de 2 + 52 +3. On a A = 25 —12 = 13.

Donc les racines associées sont

-5 —+/13 -5+ /13
1'1:# et fﬂQZf.

Donc 'équation (E) est bien définie si et seulement si x < 1 ou & > x5. Soit maintenant « € |—oo; x1] U
[£2; +oo[. On note que 3 < v/13 < 4, donc —4 < 1 < —% <-3et —1<mx < —%.

Premier cas, si x < x1, alors < —2 et donc 4+ 2 < 0 < Va2 + 5z 4+ 3 donc (E) est impossible.
Second cas, si x > xo > —2. Alors,

(E) & x2+5x+3<(m+2)2 car 22+ 52 +3>0etx+2>0
o 2+ 5r4+3<a?+4r+4
& r < 1.

Or z2 < 0 < 1 donc I'ensemble solution dans ce cas est [z2; 1].
Conclusion, I’ensemble solution est

S = {_5_;\/@;1{.

4. Savoir donner la borne supérieure/inférieure.
41 Soit A={zxeR||r—2| <1} Soitz€R. Ona

4.2

4.3

4.4

rze A & lx—2] <1 & -1<z-2<1 & 1

N
8

N
w

Par conséquent,
A=11;3].

Donc 1 est LE minimum de A et donc également sa borne inférieure et 3 est le maximum de A et donc sa
borne supérieure. Conclusion,

‘inf (A) =min(A) =1 et sup (4) = max (A) = 3. ‘

Soit x € R, on a

reEA & zt > 1 & 22 > 1( car 2% > 0) & r< -1 ou x> 1.

Par conséquent,
A=]-o00; —1[U]1; +o0].

L’ensemble A n’est donc ni majoré ni majoré et n’admet donc ni minimum ni maximum ni borne
supérieure ni borne inférieure.

Soit A = {sin (%) eR ‘ x e Ry } On sait que pour tout y € R, —1 < sin(y) < 1. Notamment pour tout

z >0,
1
—1 <sin (7> < 1.
T

Ainsi, —1 est UN minorant de A et 1 est UN majorant de A. Or le minorant —1 est atteint : si x = = > 0,

3
alors
n(7) = (5)
sin| — ) =sin| — | = —1.
T 2

Donc —1 est LE minimum de A. De méme pour & = % > 0, on a sin (%) = sin (g) =1 et donc 1 est LE
maximum de A. Par suite, la borne inférieure de A est —1 et sa borne supérieure est 1. Conclusion,

inf (4) =min(4) = ~1 et  sup(4) = max(4)=1|

Puisque A est non vide et minorée, A admet une borne inférieure. Donc pour tout z € A, inf (A) < x. Soit
y € B. Alors il existe x € A tel que y = —z. Donc y < —inf (A). Ainsi,

Yy € B, y < —inf (4).

Donc B est majorée par —inf (4). Or A est non vide donc il existe z € A. Donc y = —x € B et B est non
vide. Ainsi B admet une borne supérieure qui est le plus petit des majorant. Or —inf (A) est un majorant
de B. Conclusion,

‘sup(B) < finf(A).‘

4/
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4.5

Soient A et B deux parties non vides de R telles que Vx € A, Vy € B, x < y. Puisque B est non vide il
existe y € B. Donc par hypothese, pour tout € A, x < y. Donc y est un majorant de A. Donc A est un
ensemble majoré et non vide de R donc admet une borne supérieure. Comme y est un majorant de A et
que la borne supérieure est le plus petit des majorants, on en déduit que

sup (A) < y.

Le réel y étant un élément quelconque de B, on en déduit que pour tout y € B, sup (4) < y. Donc sup (4)
est un minorant de B. Or B est non vide donc B admet une borne inférieure. inf (B) est le plus grand des
minorants et sup (A) est un minorant de B. Conclusion,

‘sup (A) < inf (B). ‘

5. Résoudre une équation différentielle d’ordre 2.

5.1 La fonction z — e~ % cos(z) est continue sur R donc (E) admet des solutions sur R. Soit (E.) I’équation

caractéristique associée : (E.) : r2 +2r + 2 = 0. Soit A le discriminant associé. A = 4 — 8 = —4. Donc les
racines sont complexes et conjuguées et données par
-2 -2 -2+ 2

5 =—-1—1 et Ty = 5

rn =

= —1+1,

Par conséquent, ’ensemble des solutions de I’équation homogene associée a (F) est donné par

o= { Ii : }f_w (A cos(z) + Bsin(x)) ‘ (A,B) € Rz} .
Considérons ’équation
(F) : Vz € R, 2"(2) + 22/ (z) + 22(z) = e F €' = -1+
- C

On note que —1+7 est une racine simple de (E.). Soit a € C. Posons z : . La fonction

—  axel~1H)7
z est deux fois dérivable sur R et pour tout = € R,

d(@)=a(l+ (=1 +i)x)el "1+

et
dx)=a(=14i+ (=14i)(1+ (=1 +d)z))eTH)? = (=2 + 2i — 2ix) 17

Par conséquent,

z est solution de (F)

& Ve € R, a(=2+ 2i — 2ix) eI 190 (1 4 (=1 +14) ) e 712 49g o(F1HDz — o(~1+i)w
& VreR,a(-2+2i—2ix+2+2(-1+i)x+2) =1 car (71T £ ()
< 2ia =1
& a=-1
=5
—- C . :
Donc z : iy e(—1tis €St une solution de (F). Donc y = Re(z) est une solution de (F). Pour
2
tout z € R,
y(x) =Re <—%x e(_1+i)x) = Re (—%x e ? (cos(x) +isin(x))) = %
Conclusion, ’ensemble des solutions de (E) est donné par
R —- R
S = PN A B)eR?} .
{ T % + e * (Acos(x) + Bsin(z)) ‘ ( ) }

5/
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5.2 La fonction x +— 3z —5+2x2% e~ % est continue sur R donc (E) admet des solutions sur R. Soit (E..) I'équation
caractéristique associée : (E.) : 72 — 4r + 3 = 0. Soit A le discriminant associé. A = 16 — 12 = 4. Donc on
a deux racines distinctes données par
4-2 442

rlszl et ro = > 3,

Par conséquent, ’'ensemble des solutions de 1’équation homogene associée a (E) est donné par

R —- R 2}
5/0_{ xr — Ae®+Be’” (4,B) €R" ¢
Considérons les équations
(B1) : Vo eR,y"(z) —4y(x) + 3y(xr) =32 -5
(E») : Vr € R, y'(z) — dy(x) + 3y(z) = 222 e .
Soient (a,b) € R? et y; : Ro= R La fonction y; est deux fois dérivable sur R et
’ ’ — ar—+b’

y1 est solution de (E)
=3 Ve e R, —4da+3(ax +b) =3z —5
& Ve € R, 3ax + 3b — 4a = 3z — 5.

On note alors qu’il suffit de prendre

{3a =3 - {a =1
_ _ —5+da _ _1

3b_4a—_5 b—Ta—_g

R — R .
Donc y; : 1 est une solution de (Ey).

X —> T — 3
On note que —1 n’est pas une solution de I'équation caractéristique donc on pose (a,b,c) € R? et ys :
R —- R

e (axQ 4 bt c) . La fonction ys est deux fois dérivable sur R et pour tout = € R,

(z

Yh (2ax+b—ax2 —br—c)e " = (—ax2—|—(2a—b)x—|—b—c) e
Yo (o

):
)= (-2ax+2a—b+az’+ (b—2a)z+c—b)e * = (ax’+ (b—4a)z +2a+c—2b)e ",
Par suite,

Y2 est solution de (Es)
& Vz €R, (az®+ (b—4a)z+2a+c—2b)e
—4(—az®+ (2a—b)z+b—c)e *+3 (az® +br+c)e " =22e "
= Ve € R, az® 4 (b—4a)z +2a+c—2b
+ 4ax® + (4b — 8a) x + 4c — 4b + 3ax® + 3br + 3¢ = 22° care ¥ #0
& Ve € R, 8ax? + (8b — 12a) = + 2a — 6b + 8¢ = 227

On note alors qu’il suffit de prendre

8a =2 a= %
80 —12a =0 & b—%zg
_ _ 6b—2a _ 3-% _ 7
2a —6b+8c=0 C_Ta_484_§
o R - R . - .
Ainsi, ys : L, Se®412047 o est une solution de (E3). Donc par le principe de superposition, y; +y2
x SE L 2Trl g

est une solution de (E). Conclusion, I’ensemble des solutions de (E) est

R R
y:{ -

2
T = 1‘—%-‘1-896 +3122z+7e—z+Aew+Be3m

6/
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5.3 La fonction x +— 2xe?® est continue sur R donc (E) admet des solutions sur R. Soit (E.) I’équation
caractéristique associée : (E.) : 12 —dr+4=0 & (r — 2)2 = 0. 2 étant une racine double, on en déduit
I'ensemble des solutions de ’équation homogene associée & (E) :

-

Soient (a,b) € R? et y : Ii : R

z € R,

R

T

22 (ax +b) e?

- R

— (Az+ B)e> ‘ (4.B) e R}

. - La fonction y est deux fois dérivable sur R et pour tout

y'(z) = (3az® + 2bx + 2a2” + 2bz*) e** = (2az® + (3a + 2b) 2* + 2bz) &**
y"(z) = (6az® + (6a + 4b) z + 2b + daz® + (6a + 4b) * + 4bx) **
= (4az® + (12a + 4b) 2> + (6a + 8b) x + 2b) e** .

Deés lors

y est solution de (E)

= Vz € R, (4az® + (12a + 4b) 2® + (6a + 8b) x + 2b) €**

— 4 (2az® + (3a + 2b) 2° + 2bx) €** +4 (az® + ba®) ** = 2z >

& Va €R, 4az® + (12a + 4b) 2° + (6a + 8b) x + 2b

& Ve € R, 6ax + 2b = 2x

— 8az® — (12a + 8b) x* — 8bx + 4ax® + 4bx* = 2z car e** £ 0

Conclusion, l’ensemble des solutions de (F) est

R —- R
On note alors qu'il suffit de prendre a = % et b = 0. Ainsi, o 2 e est une solution de (F).
T z?
3
R — R
= A,B)eR?} .
7 { T $3—362I+(A:E+B)e2x ’( B) € }

5.4 Soit y une fonction deux fois dérivable sur R & valeurs dans R . Posons pour tout t € R, z(t) = In (y(t)).
Puisque y est a valeurs dans R% , z est bien définie et est méme deux fois dérivable sur R. Pour tout ¢ € R,

on a y(t) = e**

). Ainsi, pour tout t € R,

v (1) = ()

Alors, on a les équivalences suivantes :

y est solution de (E)

r ¢

3

et y'(t) =2 (1) 2D + (2 ()7 2D

vt € R,y (Dy(t) — (v (1) + 2y(D)y' (£) + 2% () In (y(t) = 0

vt eR, (2/() e+ (2/(t)" M) e*®) — ((1) ez(t))Q + 250 /(1) e*) 42 (ez(t))Q n (e*®) =0
vt e R, 2 (t) e W) 4 (2 ()% 2™ — (/(¢))? e2*®) 122/ (¢) e2*() 42622 4(¢) = 0

Vo € R, 2"(t) +22'(t) +22(t) =0 car e2*() £ 0.

Alors, d’apres la question [5.1] on obtient que

y est solution de (E) &

54

Conclusion,

J(A,B) € R?, Va2 € R, 2(t) = e " (Acos(t) + Bsin(t))
3 (A, B) c R2, = R, y(t) _ ez(t) _ ee_t(Acos(t)JrBsin(t)) )

y{R
t

—
—

R*
eeJ_rt(A cos(t)+Bsin(t)) ‘ (A7 B) € RZ} :

7/8)
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5.5 Soit y une fonction deux fois dérivable sur |—1; 1[. Posons pour tout ¢t € ] 22|, 2(t) = y (sin(¢t)) i.e. pour
tout = € |—1;1[, y(x) = z (arcsin(x)). La fonctlon y est bien définie et méme deux f01s dérivable sur |—1; 1]
et la fonctlon sin est deux fois dérivable sur | —%; 5[ et vérifie sin (] -%; % [) = ]—1;1[. Donc la fonctlon z
est bien définie et méme deux fois dérivable sur |—1;1[. De plus, pour tout = € |—1; 1],
1
y'(z) = ———=2 (arcsin(z))

5.6

y'(z) = (f%) (1_3;5)3/22/ (arcsin(zx)) + (\/11_73:2)2 2" (arcsin(x))

2’ (arcsin(x)) +

T 2" (arcsin(x)) .
—x

Par conséquent,

y est solution de (E)
& Veel-L1[, (1-2)y"(z) - (4 1—a2— x) y'(z) + 3y(x) =0

2" (arcsin(x)))

T , . 1
mz (arcsm(x)) + m

& Vze]-1;1], (1—a:2)<

- (4 1—a2+ x) <\/11_72' (arcsin(a:))) + 3z (arcsin(z)) =0

& Vrxel]-1;1], %z' (arcsin(z)) + 2" (arcsin(z))
—x
T

V1—2?
& Vze]-1;1[, 2’ (arcsin(z)) — 42’ (arcsin(z)) + 3z (arcsin(z)) = 0.

— 42 (arcsin(x)) — 2’ (arcsin(x)) + 3z (arcsin(z)) = 0
Posons pour tout z € |—1;1[, ¢t = arcsin(z) alors t € ] 5 g[ et
y est solution de (E) & Vt € ] g g [, 2" (t) — 42" (t) + 32 (t) = 0.
Donc par la question on obtient
y est solution de (E)
& 3(AB)eR: W e}—g;g[, 2(t) = Aet + B
& 3(A,B) €R? Yz e]-1;1[, y(z) = 2 (arcsin(z)) = Ae¥on@) 4 g darcsin(@)

Conclusion, I’ensemble des solutions de (F) sur |—1;1[ est donné par

y:{}_l;l[ - R . ‘(A,B)ERQ}.

r = A earcsm(m) +B e3 arcsin(x)

Soit y une fonction deux fois dérivable sur R* . Posons pour tout ¢ € R* , z(t) = y () i.e. y(z) = z (V).
Puisque y est deux fois dérivable sur R*, la fonction z est aussi bien définie et deux fois dérivable sur R .
De plus pour tout x € R7,

V@) = 5=

Par suite,
y est solution de (F)
& VzeR:, day(x) + (2 - 8Va) ¥ (2) + dy(x) = 2z eV

@ veerh a0+ 5 (0) < o) (57

5 2 (V) + 42 (VE) = 2V
Lz’ z) + 2" (Vx Lz:' x) — 42 (Ve 2 (Vz) = 2z >V*

L (V) (V) (V) 4 () (V) =2

& Ve e RY, 2" (Vo) —42' (Vo) + 42 (V) = 2/ 2V

8/

& Ve e RY, —
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Posons pour tout = € RY , t = /2. Alors,
y est solution de (E) = vt e RY, 2" (1) — 42/ (t) + 42 () = 2te* .

Donc par la question [5.3|
3
y est solution de (E) < 3(A,B) € R?, Vt e R, z(t) = ge% + (At + B)e*

3/2
¢¢ﬂABmR%wfRLm@:zW@:%T§ﬁ+MﬁABmW?

Conclusion, I'ensemble des solutions de (&) sur R est

RY — R
S =3 7 > A/ B)eR? .
{ v o= BENT L (AT + B)e2VE ’( B) € }




