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Correction de l’interrogation 18
d’entrainement
Polynomes

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Soient n > 1, et P = Z ap Xk e K[X]. Alors le polynéme dérivé de P est donné par

k=0
n n—1
P'=Y"kapXF =" (k4 1) apa XE
k=1 k=0

1.2 Soient (P, Q) € K[X]? et n € N. Alors

PQ (n i <n> (n— k).

k=0
1.3 Soient n € N, P € K,[X] donc deg (P) < n et a € K. Alors
" p)(g) P (q .
P(X+a)=>)_ X et P(X) Z —a)".
k=0

1.4 Soit (A, B) € K[X]? avec B # Ok[x). Alors Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

A=BQ+R

deg (R) < deg (B).

1.5 Soient m € N*, P € K[X] et @ € K. On dit que « est une racine de P de multiplicité m si et seulement si
(X —a)™ divise P et (X — )™ ne divise pas P.
1.6 Soient m € N*, P e K[X] et « € K. On a

a racine de P de multiplicité m & {P( )=Pla)="--= pim=h (@) =0
P™) (o) # 0.
1.7 Ko[X] désigne bien ’ensemble des polis gnomes parlant au second degré.
Les puristes auront remarqué que les gnomes qui sont constants et prennent tout au premier degré (faudrait
savoir il sont de premier degré ou constant ?!) sont aussi dans Ky[X] (car Ko[X] C K;[X] C Kz[X]). Oui
mais justement la réponse est & prendre au second degré, vous suivez ?
2. Déterminer un degré.
2.1 Onadeg (X P) = deg (X)+deg (P) = 1+n. Mais aussi deg (X?P®)) = deg (X?) +deg (P(B)) =24n-3=
n—1, car n > 3. Enfin deg (5X*P") = deg (5X*) + deg (P") =4+n—2=n+2 car n > 2. Donc

deg (5X*P") > deg (X P) > deg (X2P¥).

Par conséquent,
deg (Q) = deg (XP — X?P® 4+ 5X1P") = deg (5X"P").

Conclusion,

‘deg(Q):n+2.‘

2.2 On note que si k est pair, k = 2p, cos® () = cos? (pr) = (~1)")" = 1ot si k = 2p+ 1 st impair,
cos? (%Tr) = cos? (p7T + g) = 0. Deés lors, sin > 1,

B o 4dn—1 kr .
=04+ X"+ Z cos? o> X"
k=0

Conclusion, | deg (P) = 4n | ce qui reste vrai si n = 0.
1
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2.3 Par la formule du binéme de Newton, si n > 2,
Q=(X+1)"— Z(”) Z(") )k Xk
k=0 k=0
> (3) - )

k=0
n—2
=0+2n X"+ Y <Z) (1- (=" *) x*.
20 k=0

Alors deg(Q) = n—1.8Sin =1 Q = X +1—(X—1) = 2 et le résultat reste vrai. Conclusion,
‘deg(Q):n—l‘.

2.4 On adeg ((X® —5) P”) =deg (X® —5) +deg(P") =3+n—2=mn+1carn > 2. De plus deg (X? o P) =
deg (X?) deg (P) =2n car P # 0. Puisque n > 2, on a 2n =n+n > n+2 > n+ 1. Par conséquent,

deg (Q) = deg (P" (X* —5) + X? o P) = deg (X?o P).

Conclusion, | deg (Q) = 2n
25 Sin>1,ona

2n+1 2n+1 2n+1
Q=Y k+1*X*+ > (h+1)*(-X)" =3 (k+1)* 1+ (-1)*] x*
k=0 k=0 k=0
=04+22n+1)> X% 4+ n_l(k:—i—l)Q 1+ (-D)F] x*.
2N D [ ]

#0

Ainsi, deg (Q) = 2n. Sin =0, Q = Yo (k+1)?[1+4 (=1)*] X* = 0+ 2. Alors deg(Q) = 0 = 2n.
Conclusion, dans tous les cas, |deg (Q) = 2n |
2.6 On a directement,
deg (Q) = deg (P) deg (P + 3X) = ndeg (P) car deg(P)=n>2>1=deg(X).
Conclusion, | deg (Q) = n? |
2.7 Ona P’ =37, (k—1)(=1)*"" X*=2 Donc X2P” = 327, (k — 1) (—=1)*"" X*. Ainsi, pour n > 3,

k=1 k=2
"1
:Zb_(k_l)}( DR xR 4 X
k=2
n—1
:1”7‘1_” ()" X +Zl+z_k (—DF xF 4 X
k=2

Sin=2,Q =142 n® (—1)"*! X7 Or dans tous les cas, n2 > 2n = n+n > n+1 Donc % (=)™t £ 0.

Conclusion, | deg (Q) =n|

2.8 On a deg (XQP) = deg (Xz) + deg (P) =2+ n, deg (X2 oP) = deg (Xz) deg (P) = 2n, deg (Xz) =2et
deg (P) = n. Or n > 3 implique que 2n =n+n >n+ 2, 2n > 2 et 2n > n. Ainsi,

deg (Q) = deg (X*P + X o P+ X* + P) = deg (X” o P).

Conclusion, | deg (Q) = 2

I
3



Mathématiques PTSI, IntEnt18 Cor 2024-2025

11
2.9 On pose P = Z (—1)ka. Puisque deg (X — 1) = 1, on en déduit que deg(R) < 1ie. R =r € K. De
k=0
plus il existe @ € K[X] tel que P = Q (X — 1) + r. En particulier,
P1)=Q(1)x0+r = r=P(1).

Ainsi,

— (2k)!
o =2k (26 — 1) X2 L x2-2 ol X%k
(P (X )) = ; 20! = ; @E—2) kZ:O 20! carn > 1.
Alors,
) N o n X2k n—1 X2k X2n X2n X2n
Q=P (X%) = (P(X*) = X" =3 G~ 2 @i~ o)l ~ @yl ) =

k=0 k=0

Conclusion, | deg (Q) = —0 |.

2.11 Onadeg(PoPoP):deg(P)3:n3 ot deg(P3) :3deg(P):3n. Or n > 3, donc n3>1x3xn=3n.
Ainsi,
deg(Q) =deg (PoPoP —P?*) =deg(PoPoP).

Conclusion, | deg (Q) = n® |

2.12 On remarque que @ = P o P. Donc |deg (Q) = deg (P)2 =n?|

Calculer une composition.

213 Onpose P=X?-2X+3etQ@Q=2X+3.0na

PoQ=0Q>-2Q+3=(2X+3)"—2(2X +3)+3=4X24+12X +9—4X —6+3 = 4X2 4+ 8X +6.

Conclusion, | PoQ = 4X? +8X +6 et deg (Po Q) =2

2.14 On pose P = XTQ On a directement Po P = %2 =z X %4 = )2(—74 Conclusion,

1
3

X4
POPZW et deg (Po P)=4.

2.15 On pose P = X® et Q = 2X?2 + 1. On a alors

PoQ=(2X+1)" =29X"0 45 x 2'X® + 10 x 22X0 + 10 x 4X* +5 x 2X2 + 1
=32X10 4 80X® +80X6 +40X* +10X?% + 1.

Conclusion,

\ Po@Q=32X"4+80X%+80X°% +40X*+10X%+1 et deg (P o Q) = 10.

216 Onpose P=7X +4et Q=X - X+ X*+1.0na
PoQ=7Q+4=7X%—7X®+7X*+7+4.

Conclusion,

PoQ=7X%-7X54+7X*+11 et  deg(PoQ)=38.

3/
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2.17 On pose P = %—1—1. On remarque que PoP =
Par récurrence, on montre que pour tout n >

X
R=2— —.

On reconnait une somme géométrique de raison 1/2 :

Pr1=X+4+1l41,pusPoPoP=L4l41=5414141
1

)

X 1-454 X 2n—1

R=2 Ei
on 1_% n+ on—1

Conclusion,

R=_—~+—— et deg (R) = 1.

3. Résoudre une équation polynomiale.
3.1 Méthode 1. Soit P € R[X]. Notons n = deg (P). Si P vérifie P (X?) = P? alors,

deg(X2P):deg(P2) & n+2=2n & n=2 OU n=—o0.
Posons donc (ag, a1, az) € R, tel que P = ag + a1 X + as X?. On a les équivalences suivantes :

X?2p = p?

& X2 (a()+a1X+a2X2) = (a()+a1X+a2X2)2
s apX? + a1 X3 + as X4 = a(Q) + a%X2 + a§X4 + 2apa1 X + 2apa2 X? + 2a1a2: X3
& apX? + a1 X3 + ax X = ag + 2apa1 X + (a% + 2a0a2) X2+ 2a1a5 X3 + a%X4
0 = a?
0 = 2apaq
& ap = a3 + 2apas par unicité des coefficients d’'un polynéme
a1 = 2a1a9
as = a3
agp =10
0=0
& a?=0
a1 = 2a1a9
as = a3
apg =0
& a1 =0
as = a3

o aozale
as =0 OU as =1

&  P=0gx OU P=X>2

Conclusion, I’ensemble des solutions est donné par

S = {OR[X]§X2}-

Meéthode 2. Soit P € R[X] tel que X2P = P2. Alors, 0 = P?(0) et donc P(0) = 0. Donc 0 est une racine
de P. On note que P = Og[x] est une solution de X?2P = P2 Supposons maintenant P # Or(x7- Notons m
la multiplicité de 0 dans P : P = X™Q avec Q(0) # 0. Dés lors,

X2XMQ = (X"Q)* = X*™Q? s X?=X"Q car Q # Ogpx] car Q(0) # 0.

Puisque Q(0) # 0, m > 2 et donc 1 = X™2(Q ce qui n’est possible que si m =2 et Q = 1. D’on, P = X2
Conclusion, I’ensemble des solutions est donné par

‘yz {OR[X];XZ}.‘

4/
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3.2

Soit P € R[X]. Notons n = deg (P). Si P est solution de P'P"” = 6P, alors,
deg (P'P") = deg (6P) & deg (P') + deg (P") = deg (P).
Supposons n > 2. Alors, deg (P') =n — 1 et deg (P”) = n — 2. Dans ce cas,
n—14+n—-2=n & n=.3.

On a donc n < 1 ou n = 3. Soient (ag, a1, az,a3) € R* et P =ag+ a1 X + asX? + a3 X? € R3[X]. On a les
équivalences suivantes :

P'P" =6P
& (a1 + 2a9 X + 3a3X2) (2as + 6asX) = 6ag + 6a1 X + 6as X2 + 6as X
& 2a1a2 + (6aras + 4a3) X + (12aza3 + 6azaz) X* + 18a3X°% = 6ag + 6a1 X + 6aX> + 6az X°

2a1a2 = 6(10

6aias + 4a2 = 6a . R
& 1 2 ! par unicité des coefficients d’un polynéme
180,2(13 = 6(12

18a3 = 6as

a1y = 3&0 a1a = 3ao

3aias + 242 = 3a 3aas + 242 = 3a
o 103 2 1 oU 103 2 1
3&2&3 = az 3&2&3 = a2

3a3:1 a3:0

ajag — 3030 ag = 0

2
a1 + 2a5 = 3a; ay =
& 2 ou
az = Q9 az =

1
a3:§ a3_

apg =
aiay = 3@0

a1 =0
a%z Oou !

a9 =

wi=
oy

a3:0

ag = 0
a2as = 3ag
2 ay = 0
= a; = a% ouU
1
3

az =

a; = a5 ou
1
3

az =

3
aoz%
= alzag ouU
1
3

az =

Conclusion, I’ensemble des solutions est donné par

1 3
7 = {§X3+a2X2+a§X+% a ER} U {0z1x }

Vérification : si P =0, alors P'P" = 6P OK!Si P = 1X?+a,X*+a3X + ?, alors P' = X2 +2a3X +a3
et P" =2X 4+ 2as. Donc

P'P" =2X3 4245 X% + 4asX? 4 402X + 202X + 2a3 = 2X3 + 6a X% + 602X + 245 = 6P OK!

5]
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3.3

3.4

Soit P € R[X]. Notons n = deg (P). Si (2X?+ X + 1) P” = (X + 1) P/ + 2P, alors
deg ((2X? + X + 1) P") = deg (X +1) P +2P).

Supposons n > 2. Alors, deg ((2X2 + X +1)P") =2+n—2=n.Ordeg(X +1)P)=14+n—1=mnet
deg (2P) = n. Donc deg ((X + 1) P’ + 2P) # n. Donc cela n’apporte aucune information.

On remarque que P = Og[x) est une solution. Supposons désormais P # Or[x] et donc n € N. Notons a,
le coefficient dominant de P et donc a, # 0. Deés lors, le coefficient dominant de (2X 24X+ 1) P est
2n (n — 1) ay, celui de (X + 1) P’ est na, et celui de 2P est 2a,,. Par unicité des coefficients d’un polynomes,
on a

2n (n — 1) a, = na, + 2a, = m?—2n=n+2 car a, # 0
& 2 -3n-2=0.
Soit A le discriminant associé, A = 94 16 = 25 = 52. Donc n = % = f% oun = % =2.0rneN.

Nécessairement n = 2.
Posons (ag, a1,as) € R® et P = ag + a1 X + as X? € Ry[X]. On a alors les équivalences suivantes :

(2X*+X+1)P'=(X+1)P' +2P
& (2X%+ X +1) (2a2) = (X + 1) (a1 + 2a2X) + 2a0 + 2a1 X + 2a2 X
& 2as + 2a0 X + 4as X? = 2a9 + a1 + (2a1 + a1 + 2a2) X + (2a2 + 2as) X2
D2 2a5 + 202X + 4as X? = 2a¢ + a1 + (3a; + 2a2) X + 4ap X?

2a0 = 2a0 + a1

& 2a0 = 3a1 + 2a9 par unicité des coefficients d’un polynéme
4a2 = 4&2

N 200 = 2a0 + a1
ay = 0

a2 = Qg
=
a1:0.

Conclusion, I’ensemble solution est donné par

Y:{agXQ—Fag}agER}.

On observe bien que Og(x) en fail partie. Vérification : si P = a2 X? + as, alors,

(2X?+ X +1) P" = (2X* + X +1) (2a2) = 4a2X” + 22X + 2a,
(X +1) P +2P = (X 4+ 1) (202X) + 2a2X? + 2a3 = 4as X% + 203X + 2a5 OK!

Soit P € R[X]. Notons n = deg (P). Si P (X?) = (X? + X +1) P, alors
deg(P(X3)):deg((X2+X—|—1)P) & 3n=n+2 & n=1 OU n= —o0.
Soit (ag,a1) € R? et P = ag + a1 X € Ry[X]. Alors, on a les équivalences suivantes :

P(X*)=(X*+X+1)P &  a+aX’'=(X*+X+1)(a+aX)
= a0+a1X3 :a0+(a0+a1)X+(a0+a1)X2+a1X3

ap = ap

o O=ao+a par unicité des coefficients d’un polynéme
0=ag+a;
a] = aj

& ap = —ay

= P = a1X —az.

6]
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3.5

3.6

Conclusion, I’ensemble des solutions est donné par

’y:{alX—aﬂal ER}.‘

Vérification, sia; =1, P =X — 1. Alors,
(X’+X+1)(X-1)=X’-X*4+X*-X+X-1=X°-10K!

Ni le degré ni le coefficient dominant ne donne quelque chose. Passons plutot par les racines. Soit P € R[X]
tel que P =P (X +1).
Procédons par I'absurde et supposons P non constant, alors par le théoreme de d’Alembert-Gauss, P
admet au moins une racine complexe. Soit a € C une racine de P. Alors, P(a) = 0 et donc par I’équation
P=P(X+1),ona

0= P(a) =P(a+1).
Donc a + 1 est aussi une racine de P. En évaluant en « X =a+1»,ona 0= P(a+ 1) = P(a+ 2). Donc
a + 2 est aussi une racine. Par récurrence, pour tout n € N, a + n est une racine de P. Les a + n étant
tous distincts deux a deux, on en déduit que P admet une infinité de racines donc P = Og[x] est constant
ce qui est contradictoire.
Donc P est nécessairement un polynéme constant. Réciproquement, si P est constant, alors P (X + 1) = P.
Conclusion, I’ensemble des polynémes solutions est

< =Ro[X].
Soit n € N*. Soit P € R[X]. Notons p = deg (P). Si P est nul ou constant, alors P n’est pas solution. Donc
siP+P = )fl—,, alors p > 1 et donc deg (P') = p—1 < deg (P). Donc deg (P’ + P) = p. Or deg (i—,) =n.

n
D’ott p = n. Procédons ici & la méthode brute. Soit (ag, .. .,a,) € R* et P = Z apX*. Alors,

k=0
n—1
P = Z (k+1)ap1 X5
k=0
On obtient donc les équivalences suivantes :
xn n—1 n xn
Pl‘f‘P:W =4 (]{i—‘rl)ak_HXk—i-Zaka:W
k=0 k=0
n—1 X"
& [(k—i—l)akﬂ—i—ak]Xk—i—anX”:W
k=0 ’

1
= VkeHo;n_l]]a(k—’_l)akJrl"_akzoetan:E

par unicité des coefficients d’un polynéme

& Vke[[O;n—l]],ak+1:—kL_ilj1 et a, = —

Donc pour tout k € [1;n],
ar_1  —1 —1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1

T T L Ry oy i L i e AR w
D’ou,
_1)k
Vk e [Lin], ar= %ao.
En particulier, a,, = (_nll)n ap i.e. ag = ﬁan = (-1)"nla,. Or a,, = % donc ag = (—1)". Finalement,
1 n+k
Vk e [L;n], ax= eV
k!
Encore vrai si £ = 0. Conclusion, 'unique polyndéme solution est donné par
DT
P=>" —r X~
k=0
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4. Factoriser dans C[X] ou R[X].

4.1

4.2

4.3

44

Soit P = X3 + (7 — 2i) X2 — (1 + 144) X — 7. On remarque que
Pi)=—i—(T—2)—(1+14))i—T=—i—T+2—i+14—7=0.
Donc ¢ est une racine de P et donc X — ¢ divise P et méme :
P=(X—-i)(X?+(T—i) X —Ti).
On note alors que i est racine de Q = X2 + (7 —4) X — 7i. En effet,
QU)=—-14Ti+1—T7i=0.

Donc
P=(X-)(X-9)(X+T7).

Conclusion,

P=(X—-i)*(X+7).

Soit P = X% +16. Soit z € C, ona P(z) = 0c & 22 +16=0 & 24 = —16 i.e. z est une
racine quatriéme de —16 = 2* ™. Ainsi,

;T S 2k
P(z)=0 & 3Jke[0;3], z=2e3T"5
& oz =2¢ ou z:2ei3% ou z:2€_’%r OU z=2e '

& 2=vV24iV2 0U z=-—V24iV2 0OU z=-V2-ivV2 oU z=+v2-iV2

On obtient donc 4 racines distinctes de P. Donc on obtient (car la coefficient dominant de P vaut 1)

P=(X-v2-iv2) (X +V2-iv2) (X = V2+iv2) (X +V2+iv2).

Soit P = X3+ X? 45X — 7. On note que 1 est une racine de P. En effet, P(1) =1+ 1+5—7 = 0. Donc
P=(X-1)(X?+2X+7).

Soit A le discriminant de X2 +2X + 7. On a A = 4 — 28 = —24. Les racines complexes de X2 +2X + 7
sont donc

—9 4+ 92/6i —2 —24/61
rl:%ﬁ:—l%—i\/é et TQZ%:—I—A/E.

Conclusion,

P=(X-1)(X+1-iV6) (X +1+iV6).

Soit P = X% — 11X3 4 27X2 + 11X — 28. On remarque que 1 est une racine réelle de P. En effet P (1) =
1—-11427+11—-28 = 0. Donc

P=(X-1)(X®-10X%+17X + 28).

On note alors que —1 est une racine de Q = X2 —10X2+17X +28, en effet Q (—1) = —1-10—17+28 = 0.
Donc (X + 1) divise @ et donc P :

P=(X-1)(X+1)(X*-11X +28)

On note alors que 7+ 4 = 11 et 7 x 4 = 28. Donc par la relation racine-coefficient sur un trinéme, on
obtient que 4 et 7 sont les deux racines de X2 — 11X + 28. Ainsi,

P=(X-1)(X+1)(X-4)(X-7)]

Notamment le polynéme P est scindé dans R[X].
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4.5 Soit P = X% —3X5 + 5X*. On remarque bien entendu que X* divise P et donc
P=X"(X?-3X+5).

Soit A le discriminant de X2 —3X +5. Ona A = 9 —20 < 0. Donc X2 — 3X + 5 est irréductible dans
R[X]. Conclusion, la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P est donné par

P=X"(X?-3X+5).

4.6 Soit P = X% +4X3 —3X? +4X — 4. Comme indiqué, on regarde P(i) et 'on trouve que
P(i)=1—4i+3+4i—4=0.

Donc i est une racine de P. Or P est & coefficients réels, donc ¢ = —i est aussi une racine de P. Ces deux
racines étant distinctes, on en déduit que (X — i) (X +i) = X? + 1 divise P. Par suite

P=(X?+1)(X?+4X —4).

Soit A le discriminant de X2 +4X —4. On a A = 16+ 16 = 32. Donc les racines sont —4+T4\/§ =—242/2
et 74%4‘/5 = —2 — 2/2. Conclusion,

P=(X2+1) (X +2-2V2) (X +2+2v2).

5. Déterminer la limite d’une suite complexe.
5.1 On calcule
144
3

vn € N, |un|:‘ :< 3 ) :<3) .

lim |u,|=0.
n—-+4o00o

OrO<§<1.D0nc

Conclusion, la suite (u, ),y converge et

lim w, =0.

n—-+4oo
5.2 Pour tout n € N, on a
12n +5n%2 —6n3 . 2n% —3n3
Uy = — +1
14 3n2 —5n3 14 3n% —5ns
Ainsi ) 5
. . 12n + 5n° — 6n 6
A Relun) = M s 5 ~ 5
et 5 3
. . 2n* — 3n 3

Conclusion, la suite (u, ),y converge et

i 6+ 3i

i =

5.3 On a pour tout n € N*

|tp| == — 0O

n n—-+oo

Conclusion, la suite (u, ),y converge et
lim wu, =
n—+oo
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5.4 On note que

. _ . _ 2n: . —
JHm T (uzn) = lim (—1)7F = lm 1=1
et
lim Im(ugns1) = lim (=)' = lim —1=-1
n—-+4oo n—+00 n—+00

Donc ces deux suites extraites ne convergent pas vers la méme limite. Donc la suite (Im (u,)),, oy diverge.
Or (un), oy converge si et seulement si (Re (uy,)),,cy et (Im (uy)),, oy convergent. Conclusion,

la suite (up),, oy diverge|.
5.5 La suite (uy),, oy est une suite géométrique de raison ¢ = =4, Donc pour tout n € N,
—1+4\" )
Uy = q"ug = ( - ) (=5+3i).

Donc

n |_1+i‘ " \/i !
[un| = |q|" |uo| = 7 luo| = 2 |uo] .

n
Or0< @ < 1. Donc (72) — 0. Puisque |up| est un complexe fixé (indépendant de n), on en déduit

n—r—+0oo
que
lim |u,| =0.
n—-+o0o
Conclusion,
lim wu, =0.
n—-+4+oo
6. BONUS : Calculer une évaluation.
6.1 Ona P(A) = (A+I5)% Or
4 0 8
A+I3= 3 0 6
-2 0 —4
Donc
4 0 8 4 0 8 0 0 0
PA=3 0 6 |x|{ 3 0 6 =100 0
-2 0 -4 -2 0 -4 0 0O
Conclusion, | P (A) =03 |
3F 0 0
6.2 On a pour tout n € N (y compris n = 0) AP =1 0 (—2)’“ 0 ]. Ainsi,
0 0 1
n n [3F 0 . 0 D 0 0
PA) =) A"=>"(0 (2" o= 0 S, (=2)F 0
k=0 i=0\0 0 1 0 0 2i=ol
On est en présence de deux sommes géométriques de raison 3 et —2 (# 1) donc
3n+171 n+1l_
31 0 0 == 0 0
P(A) = 0 (—2);‘“1—1 0 = 0 1—(—32)’“rl 0
0 0 n+1 0 0 n+1
Conclusion,
3l 0 0
— 1—(—=2)""!
P(A) = 0o =T ¢
0 0 n+1
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6.4

6.5

6.6

D
A
A Mathématiques PTSI, IntEnt18 Cor 2024-2025
0 0 1
6.3 On observe que A =2I3+ N ot N = [ 0 0 0 | est nilpotente d’ordre 2 : N2> = 03. De plus N et I3
0 0 O
commutent. Donc par la formule du binéme de Newton, pour tout k& > 1
k
AF = (2I; + N)F Z ( )N@k AT =9k 4 k2P TINT; 405 car Vi > 2, N* = 03
=0

= 2" + k2FIN.

On note que cette formule reste vraie si k = 0. Alors,

n n n

P(A) =) [AF— kb (A-2I3)] = [2P I+ k2PN - k2P TIN] =Y 2f Iy = T

k=0 k=0 k=0

Conclusion,

P(A) = (2" - 1) L.

)—“P—‘

On pose f : z + . Alors on remarque que fP=fof:ax— f(f(x)=

f(m) = 1 = . Donc f? = Id. Puis
fP=fold=f. Par récurrence, on obtient alors pour tout n € N, f2" =1d et fQ"Jrl f. Ainsi,

P(f)=Td+f+ 2+ + A4+ =Id+ f+Id+ f+1d+ f+Id = 41d + 3f.

Conclusion,

P(f) :x»—>4x+%.

On pose f :  +— |x] 4+ 2. On note alors pour tout « € R, f(z) € N. Donc

Ve eR, fHz)=f(f(2))=|f(x)] +2=f(z) +2=|z] +4.

Alors de méme f2(z) € N et donc Vz € R, f3(z) = f? (f(z)) = | f(z)] + 4 = f(x) + 4 = [z] + 6. Puis par
récurrence, on montre que Yk € N*, Vo € R, f*(x) = |z] + 2k € N. D’ott

vz €R, P(f)(x):z;kf’“ ;k;fk ;k 2]+ 2k) = men(nH)ﬁ(znﬂ).

Conclusion,

nn+1)(2n+1)
3 .

On pose f:ax+— 2%+ 1. Alors f2: 2 — f2(z) = fof(z) = f()?+1= (J;2+1)2+1:x4—|—2x2—|—2.
Ainsi, pour tout z € R,

P(f)(z) = f3(z) — 2f(x) + 1d(z) = 2* + 22% + 2 — 2% — 24+ = 2" + =

Conclusion,

‘P(f) A
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