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Correction de l’interrogation 24
d’entrainement
Applications linéaires I

\. J

1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

1.8

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels et f € & (E,F) une fonction de E dans F. On dit que f est
linéaire si et seulement si

V(\p) €K% V(z,y) € E%,  fAz+py) =\f(z)+nf(y).

Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € £ (E, F). Alors
e le noyau de f est défini par
Ker (f) = {z € E| f(z) = 0 }.

e l'image de f est définie par
Im(f)={yeF|dxe€eE, y=f(z)}.

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La projection
sur I parallelement a G est I'application

E=F¢G — FE
r1+x9 — X1

Dans ce cas F'=Im (p) ={zx € E | p(z) =2} =Ker (p —Idg) et G = Ker (p).
De plus, pour p € £ (E), on a
p projection & pop=np.

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La symétrie sur
F parallelement & G est I’application

E=F¢G — E
r1+Ty = XT1— To

Danscecas F={z € FE|s(z)=a}=Ker(s—Idg) et G={z € F | s(x) = —z} =Ker (s + 1dg).
De plus, pour s € Z (E), on a
s symétrie & sos=Idg.

Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € £ (E, F). Alors

o f est injective si et seulement si Ker (f) = {0g}.

o [ est surjective si et seulement si Im (f) = F.
Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € % (E, F).

e On dit que f est un isomorphisme si et seulement si f est linéaire et bijective.

e On dit que f est un endomorphisme si et seulement si f est linéaire et £ = F.

e On dit que f est un automorphisme si et seulement si f est linéaire, bijective et £ = F.
Soit E un espace vectoriel. L’ensemble des automorphismes de E est

o stable par composition : pour tout (f,g) € GL (E)Q, ona foge GL(E).

o stable par inverse : pour tout f € GL(E), ona f~! € GL(E).

Les olives dénoyautées mises en rang car on se les injecte sans modération. En méme temps, en cas de
pépin et avant d’étre dans le jus, il vaut quand méme mieux s’injecter une olive que de tenter l'inverse : la
projection pleine poire dans une olive... Vous auriez ’air pomme. Vous renverriez I'image d’une personne
ayant un grain. A propos de fruit, savez-vous que 'algebre linéaire n’est qu'un jouet des mathématiciens ?
En effet classer les problémes physiques en problemes linéaires ou problémes non-linéaires revient a classer
I’ensemble des objets de I'univers en deux catégories : les bananes et les non-bananes...
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2. Déterminer si une application est linéaire.
R3[X] — R3[X]

2.1 Soit £ UL b e

. On observe que f (ORS[X]) = 7 # Og,[x]- Conclusion,

‘ f n’est pas linéaire. ‘

2.2 Soient (A, p) € R2 et (f,g) € .F (R,R)?. Posons h = A f + pg. On a alors, pour tout ¢ € R,
TS +pg) @) =7(h) () =h(t+a)=Af+pg)(t+a)=Af(t+a)+pg(t+a) =AT(f)(t)+pT(9) (1)

L’égalité étant vraie pour tout ¢ € R, on en déduit que 7 (A f + pg) = A7(f) + pr(g). Conclusion,

’ 7 est bien linéaire. ‘

2.3 On observe que f(—1) = 1”52) =f(1)>0>—-f(1) = —#. Donc f(—1) # —f(1). Conclusion,

‘ f n’est pas linéaire. ‘

2.4 Pour tout M € .4, (R), on a
F(M) = (AMB)" = BTMT AT,
Soient (A, 1) € R2, (M, N) € .#, (R). Posons P =AM + uN. On a
fAM +puN) = f(P)

=B'prA”T
= BT(AM + uN)" AT
=BT ()\ MT +uN T) AT car la transposée est linéaire
= (AB"M" + uB"NT) AT
= ABTMTAT + uBTNT AT
=Af (M) +pf (N).

f est linéaire.

2.5 Montrons que ¢ est linéaire. Soient (\, i) € R et (P, P) € R[X]2. On pose Q1, respectivement Qs, le
quotient dans la division de Pj, respectivement P, par B et on pose R;, respectivement Rs, le reste dans
la division de P, respectivement Py, par B. On a alors

Conclusion,

P, =B@Q1+ R avec deg (Ry) < deg (B)
P, = BQ2+ Rs avec deg (R2) < deg (B).

Donc on en déduit que
AP+ Py = B(AQ1 4+ pQ2) + ARy + pRo (%)
Posons R = AR; + uRs. On a alors deg (R) < max (deg (A Ry) ,deg (uR3)). Or

—00 si A=0

dog (A Fr) = {deg(Rl) si A#£0

Donc dans tous les cas, deg (A Ry) < deg (R1) et de méme deg (uR2) < deg (Rs). Par conséquent, deg (R) <
max (deg (Ry) ,deg (R2)) < deg(B). Donc par (%) et 'unicité du reste dans la division euclidienne, on en
déduit que R est le reste dans la division euclidienne de A P; + pP, par B. Ainsi, par définition de ¢, on
en déduit que

AP+ pPy) = R=ARy + pRy = Ao (P1) + po (Po).

© est linéaire.

Si ce résultat vous surprend, c’est probablement parce qu’il n’est pas vrai pour la division pour les entiers.
Par exemple si n = 3 et m = 4. Dans la division euclidienne de m et n par 5 les restes sont 3 et 4
respectivement. Pourtant le reste de n+m par 5 nest pas 3+ 4 =7 mais 2!
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3. Calculer un noyau.

3.1 Soit (z,y,2) € R3. On a les équivalences suivantes :

(z,y,2) € Ker (f) &

f (.’E, Y, Z) = O]R2

(ziizyj 2Zz> - (8)

=
_9 -
- T y+2z=0
2 —y—22=0
-2 =0
-~ {g y+Z Lo« Ly —214
o {f:
y =32
r=82—-2=2%;
& { _j 3
Yy=3*%
Conclusion,
. 5 5
Ker(f)={=[4)€R®|2zeR } = Vect 4
3\3 3

En particulier, Ker (f) # {Ogs} et donc ‘ f n’est pas injective ‘

3.2 Soit f € €2 (R,R). On a les équivalences suivantes :

f € Ker (p) &

¢ (f) = 0gmr,r) &

2f// — 12fl + 18f = Og(R’R)

< f"=6f +9f = 0w pr)

On reconnait une équation différentielle homogene du second ordre & coefficients constants. Soit (&) :
O0=7r2—-6r+9=(r— 3)2 I’équation caractéristique associée. Cette équation admet une unique racine
double. Ainsi 'ensemble des solutions de (&) est donné par

y:{R%R
z

Conclusion,

(Az + B)e3 ’(A’B) GRQ}'

R —
Ker(f)—Vect( o &3

R]R—)R)
3T g o gedT )¢

En particulier Ker (f

) # {O%2(r)} donc ‘ f n’est pas injective ‘

3.3 Soit P € R[X]. On a

P e Ker (f)

Conclusion,

& [ (P) = Orx]xr

= (P', P(0)) = (Or(x] Or)
P'=0

<~
P(0)=0
JCeRP=C

<
P0)=C=0

<~ PZOR[X].

Ker (f) = {Orx] } et

f est injective.
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3.4 Soit f € ¥ (R). On a

f € Ker(p) < o(f) = Og(w)

& Ve e R, o(f)(z)=0r
& Vo € R, (£)=0

& 0

x
Ve e R*,  f(x)

Or la fonction f est continue donc si Vz € R*| f(x) = 0, par passage a la limite,

0= lim f(z) = f(0).

z#0
Donc pour tout 2 € R, f(x) = 0. La réciproque étant également vraie, on en déduit que
f € Ker(p) & Ve eR, f(z)=0 & [ = 0gm).

Conclusion,

Ker (p) = {O%UR)} et  est injective.

a b

3.5 Soit M = (c d) € Mo (R). On a

ran=(¢ (1)

M € Ker (f) & F(M) =09

<a+b aer) — 0,

(a—|—b a—|—b)
c+d c+d)’

Par conséquent,

c+d c+d
{a+b=0
=
c+d=0
.
54
=—c
a —a
& M_<C _C).
Ainsi,
Ker(f):{(i 7(2)6//12(1[%) (a,c>eR2}
:{a((l) _01)+c($ _01)6///2(R) (a7c)€R2}.
Conclusion,

e AR

On note que les deur matrices ne sont pas colinéaires et donc forment une famille libre.

En particulier Ker (f) # {02} et donc ‘ f n’est pas injective ‘

4. Calculer une image.

4.1 On sait que (1,X,X? X?3) est une base et donc une famille génératrice de R3[X]. Dés lors, par linéarité
de f:
Im (f) = f (Vect (1, X, X?, X?)) = Vect (f(1), f(X), f (X?), f(X?)).

4/
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Si P=1,P0)=1et

P
f(X)=(0,1,0,0), f(X?)

= (07 07 2’ 0)

Im ()

Soient (A1, A2, A3, Ag) € R* tels que

1

0

A1 0

0
)\1:0
A =0

Alors, 2 et donc A\; = Ay =

2X3=0
6 =0

4 = dim (R4). Donc A est une base de

/ 0) — PN(O) — P///( )

0 donc f(1) = (1,0,0,0). De la méme fagon, on a

et f(X3) =(0,0,0,6). Donc
1 0 0 0
0 1 0 0
= Vect ol > Lol 121 |o
0 0 0 6
B
0 0 0
1 0 0
+ Ao 0 + A3 9 + M\ 0 = Opa.
0 0 6

A3 = Ay = 0. La famille & est donc est libre. De plus Card (%) =

R* et est donc génératrice. Conclusion,

|Im (f) = Vect () = B!

et f est surjective.

o ({1 0) (0 1) (0
4.2 La famille € = ((0 0) ) (() ()) ’ (1

dans .5 (R). Donc par linéarité de f :

1

= Vet ((0
B
e

On reconnait alors . (R). Conclusion,

8) , (8 (1))) est la base canonique de .75 (R) donc est génératrice
0 1 0 0 0 0
o 0)-1 (0 0) (6 1))

0

on enléve C3 car C3 = Cy

02 — 202 .

[Im () =% (R). |

Or toutes les matrices ne sont pas symétriques (par exemple <8 (1)) ¢ S (R)) donc Im (f) # A2 (R) et

‘f n’est pas surjective ‘

4.3 Montrons que Im (¢) = R. Par construction de ¢, on a

Montrons l'inclusion réciproque. Soit a

Im (¢) C R.

R—R
€ R. Posons f, : . Alors, on a
x

—a

so(fa)—/olf(t)dt—/oladt—a.

Donc f, est un antécédent de a par ¢ et donc a € Im (f). Ainsi R C Im (f). Conclusion,

[Im (p) =R

et f est surjective. ‘
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4.4 Montrons ici encore que ¢ est surjective. Si f est une fonction continue sur R alors ¢ (f) est aussi une
fonction continue sur R (car I'exponentielle est continue sur R). Donc Im (¢) C % (R). Montrons l'inclusion
R—-R

tse tg(t)

VteER, @ (f)(t)=¢ (e g(t) = g(t).

Donc ¢ (f) = g et ainsi g € Im (). D’out € (R) C Im (¢). Conclusion,

réciproque. Soit g € € (R). Posons f : . Alors on observe que

‘ Im (¢) = € (R) et © est surjective. ‘

a b

4.5 Soit M = (c d) € #>(R). On a

ran=(¢ ) (0 ) =(th el

Donc
m()={(*70 e n® | @ ener)
_{a<(1) (1)>+b((1) (1))+C<(1) (1))+d((1) (1))6///2(R) (a,b,c,d)eR4}
=veer (5 0) (o o) (0 D) 1)
—ver((o o) (1 1) e GlE
Conclusion,

Im (f) = Vect <((1) (1)) , <(1) (1)))

De plus, dim (Im (f)) = rg (((1) é) , ((1) ?)) < Card <((1) (1)) ) (? ?)) =2 < 4 = dim (> (R)). Donc
Im (f) # 4> (R) et ‘ f n’est pas surjective ‘

« La dimension, c’est béton. »

5. Séries numériques a parameétre

5.1 Soit p € N et pour tout n € N*, u,, = m.

o Premier cas : p =0, alors
1

Donc - Uy est & un coefficient prés la série harmonique donc diverge.

Vn € N, Unp,

e Second cas : p € N*. Alors,
1

U ~ .
" n—-+00 pn2

1
De plus pour tout n € N*, % > 0. Donc les séries Z Uy, €t Z po sont de méme nature. Or

712
nEN> nEN*
1 - .
E — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Donc, dans ce cas, E Uy,
n
neN* p neEN*
converge.
Conclusion,
1
E m converge & p #0.
n (pn
neN* p

6/
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5.2 Soit o € R. Posons pour tout n € N*, u,, = (1+ tan (%) — sin (%))na — 1. On a les égalités asymptotiques
suivantes :
P en"‘ 1n(1+tan(%)—sin(%)) _1
. =

_ (iRt re( ) (A go())) g

n—-+4o0o

— M In(lgmto(ss)) 1

n—-+4o00o

— " (@mto(Gs)tolamre(is))) 1
n—-+oo

— " (@ste(s)

n—-+4o00o

- ema=tolizs) g,

n—+oo

Premier cas : o > 3, alors 3 — a < 0 et donc 23%“ + o0 (3%) — 400 et par suite u,, —> +o00.
n n n—s+o0o n—+00

Dans ce cas, E U, diverge grossierement.
neN*
1

os . _ # 1) l l . . N
Deuxiéme cas : a = 3, alors 53— +0 (ng,a) =35+ o(1) n—>_+>oo 5 DUis uy n—>_+><x> e—1#0et donc a

nouveau E u, diverge grossierement.
neN*
Troisiéme cas : o < 3. Posons a = 3—a. On a a > 0. Alors, en posant pour tout n € N*, v,, = zn%—i-o (n—la),

onav, — 0.Depluse’ = 1+ v+ o0(v). Donc
n—r-+00 v—0

U, = 1+wv,4+o0(vy)—1
“+o0

oo Un + o (vy)

o)
= + 0] —_—
n—+oo 2n% ne

1

~ .
n—+oo 2n%

1
De plus pour tout n € N*, -1 > 0 et donc les séries Z Uy, €t Z —— sont de méme nature. Or en tant

2na 2na
neN~ neN*
que série de Riemann, on a
1
o converge & a>1 & 3—a>1 & a < 2.
n

neN*

Donc si a < 2, alors Z uy, converge et si 2 < a < 3 alors Z uy, diverge.
neN* neN*

1 1\
Z ((1 + tan (—) — sin <—>) - 1> converge & a < 2.
n n

neN*

Conclusion,

5.3 Soit a € R*. Posons pour tout n > 2, u, = In (1 + Fl)n).

Py
(—1)2n+1

e Sia<0,alors — —oo et pour n assez grand, on aura 1+ (_n# < 0. Dans ce cas la suite

(2n+1)a n—-+oo

; PP

(tn), ey~ N'est pas définie.

_1)2nt1

p— b : .
GoyDe = —1 et donc wg,41 n’existe pas. Dans ce cas, la suite

e Si @ = 0 alors, pour tout n > 1,
(tn),en- N'est pas définie.

e Sia >0, alors (_nla)" — 0. Donc
n—-+oo
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5.4 Soit a € R. Posons pour tout n € N, u,, =

Posons pour tout n > 2, v, = u,, — D" Alors

no

1
~ — .
" n—4oo 2n2a

1
De plus, pour tout n > 1, 7%% < 0. Donc Zvn et Z “on2a sont de méme nature. Or en tant

n>2 nEN*
que série de Riemann, on sait que
1
Z ————  converge = 2a0 > 1 = a> -
2n2a
neN*
Donc 1
Z v, converge & a > 3

neN*

-1)" 1"
D’autre part, on admet que Z (=1) converge. Donc si o > %, alors Z Uy = Z % + Z Un
n

a
neN* n=2 n=2 n>2

converge en tant que somme de deux séries convergentes. Enfin si 0 < a < %, alors E Uy =
n>=2

R

E — + g v, diverge en tant que somme d’une série convergente et d’une série divergente.
n

n>2 n>2

(="

Conclusion, la série Z In (1 + 7) existe si et seulement si a > 0 et
n

n>=2

(" 1
Z In{1+-— converge & o> 3

n
n>=2

n

_a
14+a?m "

o Premier cas : a € |-1;1[, alors a™ 0 et donc
n

—+oo

~ a”.

n
n—-+o00

(encore vrai si a = 0 car dans ce cas (uy), ¢y est la suite nulle.) Donc

De plus pour tout n € N, |a|” > 0. Donc les séries Z |un| et Z la|" sont de méme nature. Or

neN neN
E la|" converge en tant que série géométrique de raison |a| € ]—1;1[. Donc g |un| converge i.e.
neN neN
E u, converge absolument. Or la converge absolue implique la convergence donc E Uy, converge.
neN neN
Deuxit¢me cas : a € |—00; —1[U]1; +o0[, alors a®” + oo et donc
n—-+oo
an
Uy ~ @ — = —.
" notoo a2n am
Donc
jun :
U ~
" n—-+o00 |a,|n

1 - 1 .

De plus pour tout n € N, T > 0. Donc les séries E || et E — sont de méme nature. Or
a
neN n€N| |

E W converge en tant que série géométrique de raison ﬁ € ]-1;1[. Donc E |un| converge i.e.
neN neN
g Uy converge absolument. Or la converge absolue implique la convergence donc g Uy, converge.
neN neN

8/
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e Troisieme cas : @ = —1, alors pour tout n € N, u,, = *—

et donc (up), oy ne converge pas vers 0.
Dans ce cas E u, diverge grossierement.
neN
e Quatriéme cas : a = 1, pour tout n € N, u,, = % et donc (un),cy ne converge pas vers 0. Dans ce cas
aussi E uy, diverge grossierement.
neN
Conclusion,

n

ZHC—LW converge & a e R\ {-1;1}.

5.5 Soit o € R. Posons pour tout n € N*, u, =In(n)sh (35 ).

. . 1 : : .
e Si @ < 0,alors lim — = 400 et donc lim w, = 4oo. Dans ce cas, la série E u, diverge
n—+oo N n—+o00 5
neN*

grossierement.

o Si a = 0, alors pour tout n € N*, u,, = In(n)sh(l) — oo et la série Z u, diverge encore
n——+oo flgmrel

grossierement.
1

no

— 0 et donc

e Sia>0,alors
n—-+oo

In(n)
Uy ~ )
n—+oo N«

1 L. In(n R
De plus pour tout n > 1, I;(;L ) > 0. Donc les séries g Uy, et g % sont de méme nature.
n
nEN* nEN~
Premier sous-cas : si a > 1. Posons § = O‘T_l Alors par croissance comparée,

In(n) < nf.

n—-+o0o

In(n) (nﬁ) ( 1 ) ( 1 )
o = o = = o a—3 = (] “ax1 | -
n n——+oo n n—-+oo n n—-+o0o n-—z

1
Or a > 1 implique que O‘TH > 1 et donc Zn € N*——5 converge absolument en tant que série de

Donc

n-2
In(n
Riemann d’exposant O‘T'H > 1. Donc Zn € N*La) converge aussi absolument et donc converge
n
(étant de signe positif de toute fagon). Ainsi dans ce cas, Z Uy, converge.

neN*
Second sous-cas : si a < 1. Alors, on a pour tout n > 3, In(n) > In(e) = 1 et donc

1 < In(n) '
ne ne

0<

1
Or E — diverge en tant que série de Riemann d’exposant a < 1. Donc par le théoreme de compa-
n
neN*

In(n)
raison des séries de termes positifs, on en déduit que E —— diverge. Donc dans ce cas, ZneN* U,
neN*
diverge.
Conclusion,

1
Z In (n)sh (—a) converge & a>1.
n

neN*




