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1. Restituer le cours.
1.1 Soient (a,b) € R? on a

cos (a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos (a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
Si on suppose de plus a, b, a + b et a — b dans R\{g + km | ke Z}, alors

tan (a 4+ b) = tan(a) + tan(b)

_ tan(a) — tan(b)
1 - tan(a) tan(b) tan (a = b)

~ 1 +tan(a)tan(b)’

1.2 Soit (a,b) € R?, on a

cos(a) cos(b) = cos (a + b) + cos (a — b)

2
sin(a) sin(b) = cos (a — b) ; cos (a + b)
cos(a) sin(b) = sin (@ + b) ;r sin (b — a)

1.3 Soit (p,q) € R% on a

cos(p) + cos(q) = 2 cos (p ;‘ q) cos (p ; q)

o et =2 () (51)

sin(p) + sin(q) = 2sin <7

1.4 On a les valeurs suivantes :

S
_|_
LS
~—
Q
o]
7]
~

sin(p) — sin(g) = 2sin (%) cos (

cos(0) =1, sin(0) = 0, tan(0) =0
. (z)_ﬁ w(Z) =1 tan (T =
oslg) =5 sin( =) =3, an6_\/§
cos (E) = @ sin (E> = @ tan (I) =1
4) 27 4) 27 4)
T 1 LT \/§ ™
os () = 3 sin (5) =5 tan () = V3
cos (ﬁ> =0, sin (z) =1, lim tan () = 400
<5
1.5 On a in(h) ) 1 tan(h)
. sin . — cos 1 . tan
P R M - S A
h#£0 h#£0 h+£0
1.6 Pour le cosinus, on a
x 0 3 T 3 27
1 1
x — cos(x) \0 0/
—_ » -

sin (a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

sin (@ — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
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Pour le sinus :
x 0 3 T 3z 27
1 —_ 0
x — sin(x) / 0 /
0 T
Pour la tangente :
x 0 3 m 3 2
x — tan(z) / /0 /
0 —00 —00

1.7 Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et pour tout x € R,
cos’(z) = —sin(x) et sin’(z) = cos(z).
La fonction tangente est dérivable sur R\ { 5tk | ke Z} et

1
cos?(z)’

VxGR\{ +k7r‘k€Z} tan’(z) = 1 4 tan?(z) =

1.8 SoithR\{%—i—lmﬂkeZ}telquegER\{%—}-/{W}kEZ}.Posonstztan(%).Alors,

1—12 . 2t 2t
I bln(x)=71+t2, tan (z) = e

cos (x) =
2. Développer/Linéariser.
2.1 Soit a € R, on a
sin (3a) = cos (2a) sin (a) + cos (a) sin (2a)
= (1 —2sin*(a)) sin (a) + 2 cos” (a) sin (a)
= sin (a) — 2sin® (a) + 2 (1 — sin® (a)) sin (a) .

Conclusion,

‘Va €R, sin(3a) = 3sin (a) — 4sin® (a). ‘

2.2 Soit (a,b,c) € R%. On a

cos(a+ b+ c¢) =cos(a+b)cos(c) —sin (a + b)sin (c)

= cos (a) cos (b) cos (¢) — sin (a) sin (b) cos (¢) — sin (a) cos (b) sin (¢) — cos (a) sin (b) sin (c) .

Conclusion, pour tout (a,b,c) € R3,

cos (a+ b+ ¢) = cos (a) cos (b) cos (¢) — sin (a) sin (b) cos (¢)

— sin (a) cos (b) sin (¢) — cos (a) sin (b) sin (c) .

2.3 Soit z € R. On a

sin® (z) = 17#8(2@ sin ()
sin () — cos (2z) sin (x)
- 2
sin () — sin(2r+m)gsin(2rp—m)
- 2
2sin (x) — sin (3z) + sin (z)
4

2/
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Conclusion,

vz €R, sin®(x) = 3sin () — sin (Sx)

4
2.4 Soit 6 € R. On a
sin? (36) cos (50) = 1_#8(6% cos (56)
_cos (50) — cos (60) cos (56)
B 2
cos(60+50)4cos(60—560

:cos(50)f ( )2 ( )

2

Conclusion,

2 cos (50) — cos (1160) — cos (0)

VO € R, sin?(36) cos (50) =

4
2.5 Soit 0 e R\ {5 +kr |k€Z}.Ona
2
9 _ sin” (0) P
tan” (@) [cos (20) + 1] = o2 (9)2005 9)
= 2sin? (0) car 0 % g [7]
=1—cos(20).

Conclusion,

VGER\{%—FkW‘kEZ}, tan? () [cos (20) + 1] = 1 — cos (26) .

3. Factoriser/Mettre sous forme polaire.
3.1 Soit a € R.On a

V3 cos (a) + cos (g — a) = V/3cos (a) + sin (a)

=2 (éﬁ cos (a) + %sin (a))
=2 (cos (g) cos (a) + sin (%) sin (a))

= 2cos (Q,Z).
6

Va € R, \/gcos(a)—i—cos(g—a):2cos(a—%).

Conclusion,

3.2 Soit z € R. On a
cos () + V3 cos (:v + g) =2 < cos (x) — £ sin (m))
=2 (cos (g) cos () — sin (g) sin (x)) .

Vo € R, cos(x)—l—\/gcos(m—i-g):2cos(x+g).

Conclusion,

3.3 Soit z € R. On a

sin (x + 3%) + sin (x 4+ 7) = — cos (x) — sin (x)

=2 (—? cos (z) — gsin (a:))
=2 (cos (%) cos (z) — sin <%> sin (x)) .

37
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Conclusion,
. 3r . 37
Vo € R, sin CE—F? +sin (z + ) = V2 cos $+I .
3.4 Soit 6 € R. On a
sin (0) + sin (40 — 7) = sin (0) — sin (46)
<9+46‘> . (9 — 49>
=2cos| ——— )sin|{ —— ).
2
Conclusion,
50 30
Vo € R, sin (0) + sin (46 — 1) = —2 cos (?> sin <?) .
3.5 Soit (p,q) € R2. Attention au piége des notations! On a
_ ptq | p—q ptq _ p—q
sin (m) + sin (u) = 2sin 2 3 cos 2 2 .
2 2 2
Conclusion,
Y (p,q) € R?, sin (u) + sin (p;) = 2sin (g) cos (%) .
3.6 Soit (p,q) € R%. On a
cos (p) + cos (q) + sin (p) + sin (¢) = 2 cos (p ; q) cos ( ) + 2sin (Z%) cos (p ; q)
= 2cos (B8 (con (B57) +omn (P51))
p— pPtay , V2. (ptg
= 2v20s (P )( os (5 )+zsm(2))
= 2vBeon (P31 (cos () os (1) o (F) sin (P57))
= 2v/2cos ( 5 cos cos (= + sin ) s .
Conclusion,
Y (p,q) € R?, cos (p) + cos (¢) + sin (p) + sin (q) = 2v/2 cos (%) cos (? - %) .
4. Equations trigonométriques.
4.1 Soit x € R. On a les équivalences suivantes :
2 4 2x —4
cos (2z) — cos (4z) = sin (3x) & —2sin ( vt ac) sin ( :c 5 x) = sin (3x)
= 2sin (3x) sin () = sin (3x)
1
& sin(3z) =0 OU sin(z) = 3
)
= 3x=0[r] oU ng[%r] ou xE%[QW]
5
& xEO[%} ou ng[%ﬂ ou xE%[ZW]
Conclusion, I’ensemble solution est donné par
T s o
7 ={r7| keZ}U{Eka‘kez}U{FHlm keZ}.
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4.2

4.3

4.4

Soit x € R tel que x # 5 [r] et  # T [Z]. On a les équivalences suivantes :
2 tan () 2 T
tan (2z) + tan (z) =0 & ————— +tan(z) =0 car tan® (z) # 1 car x # — [f]
1 — tan? (7) 412
& 2tan (z) + tan (z) — tan® () = 0 car on a toujours 1 — tan® (z) # 0
= 3tan (z) — tan® (z) = 0
& tan(z) =0 oOU tan®(z) =3
& tan(z) =0 OU tan(z)=+v3 O0OU tan(z)=—-V3
= x=0[r] oOU ng [x] ou x:—g [7]

Ces valeurs étant compatibles avec le domaine de définition de z, on conclut que ’ensemble des solutions
est donné par

7 ={hmkezyJ{§+kn|kez}U{-F +hr|kez}.

Soit z € R\ { 5 +km | keZ } On a les équivalences suivantes,
3tan (x) = 2cos (z) & 3sin (z) = 2cos? (z) car cos(x) # 0 car x # g [7]
& 3sin (z) = 2 — 2sin? (z)
& 2sin? (z) + 3sin (z) — 2 = 0.
Soit A le discriminant de z + 22243z —2. On a A = 9416 = 25. Donc les racines associées sont % = %
et # = —2. Par conséquent,
. 1 . . .
3tan (z) = 2cos (x) &= sin (z) = 3 OU sin (x) = —2 (impossible)
= in () = !
sin ( =
2
5
& ng 27] ou mz% [27]

Ces valeurs étant compatibles avec le domaine de définition de x, on conclut que I’ensemble des solutions
est donné par

m o1
Y:{g+2kw‘k€Z}U{F+2lm keZ}.
Soit « € R. On a les équivalences suivantes :
cos (3x) + cos (z) = 2 & cos (2z) cos (z) — sin (2x) sin () + cos (x) =
&= (2cos® (z) — 1) cos (x) — 2 cos (x) sin® () + ¢ ( ) =2

& 2 cos® (z) — cos (z) — 2cos (z) (1 — cos® (z)) + cos (z) = 2
& 4cos® (z) — 2cos (x) —2 = 0.

Soit P : t ~— 4t3 — 2t — 2. On note que t = 1 est une racine de P, donc
VteR, P(t)=(t—1)(4"+4t+2).

Soit A le discriminant de t — 4t> + 4t 4+ 2, on a A = 16 — 32 = —16 < 0. Donc pour tout ¢t € R,
412 + 4t 4+ 2 > 0. Ainsi, pour tout t € R,

P(t)=0 = t=1.

D’ou,
cos (3z) + cos (z) = 2 & cos(z) =1 & x=0 [27].

Conclusion, I’ensemble des solutions est donné par

|7 = {2k |kez}.|

5/
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4.5 Soit x € R. On a les équivalences suivantes :
sin () — cos? (x) = 2sin (x) cos (z)

(sin® (m))2 — (cos? (a:))2 = sin (2x)

=
- (1—005(2:6))2_(1+cos(2x)>2:sin(2x)
2 2
- 1 — 2cos (2z) + cos? (2z) ; 1 —2cos (2x) — cos? (22) — in (20)
= — cos (2x) = sin (2x)
& cos (2z + ) = cos (g — 293)
& 2x+7rzg72:c 27] oU 2:17+7r:2xf§ [27]
& dx = fg 2r] oOU w= —g [27] (impossible)
3
& dx= 777 [27]
- 3T [71']
r=— |=|.
8 L2
Conclusion, I’ensemble des solutions est donné par
3
S = {g +k3 ke Z} :
5. Inéquations trigonométriques.
5.1 Soit z € R. On a les équivalences suivantes :
3 1 2
V3 cos (x) + sin (z) > V2 & g cos (z) + 3 sin (z) > g
2
& cos (%) cos (x) + sin (%) sin (x) > g

& cos( 7r) > cos (W)
r— = Z
6 4

s Jkez, —%+2kw<x—%<%+2kw

T %
3 7 —— 42 — + 2k
& ke, 12+ lmr<x<12+ km

Conclusion, I’ensemble solution est

S = U}——Jrzim +2k7r{
keZ

5.2 Soit € R. On a les équivalences suivantes :
cos(dx) + (V3-2)sin(22) >1-V3 & 1-2sin®(20) + (V3—2)sin(2r) — 1+ V3> 0
& 2sin?(22) — (V3 —2)sin(22) - VB <0.
Soit A le discriminant de P : t — 2t2 — (\/§ — 2) t—+/3,0na
A=(v3-2) +8V/3=3-4vB+4+8V/3=3+4v3+4= (V3+2) .

Par conséquent, les racines associées sont M =—1let w = @ Ainsi,
cos (4z) + <\/§ — 2) sin (2z) > 1 -3 & —1 < sin(27) < ?
= dk e Z, 2§+2k7r<2 ’%r—i—QkW
&  Jkez §+/~m<x<%”+zm.
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Conclusion, I’ensemble solution est

car 1 —tan? (z) # 0 car tan (x) € [0;1]

car 1 —tan? (z) > 0 car tan (x) € [0;1]

S = U { +k7r —l—kﬂr .
keZ
5.3 Soit # € [0; % [. Notons que puisque la fonction tangente est strictement croissante sur [0; %[, on a alors
tan (x) € [0;1]. On a alors les équivalences suivantes,
2t
tan (2z) < 3tan (z) & L() < 3tan (z)
1 —tan?(z)
= 2tan () < 3tan (z )—Stang(x)
& (3tan’ (z) — 1) tan (z
& 3tan’® (z) —1<0 car tan (z) >0
1
& tan? (z) < =
3
1
& O0<tan () < — car tan (z) = 0
(z) 7 (z)
& 0 < tan (z) < tan (%) .

Orze [0; 1 [ Conclusion I’ensemble solution est

S:{O;%[‘

5.4 Soit € R. On a les équivalences suivantes :

cos(2x+%)+\/§sin(2x+%)+1<0

1 3 1
& icos(2x+%)+gsin(2x+%)§—§
o cos()eos (204 ) woim ()i (204 7)< 5
cosgcos T+ sm351n T+ ) S 3
o (2 + T ﬂ') < 1
cos (24— — =)< —=
4 3 2
& (2 T ) <1
cos - — )< —=
T 12 2
2w T 4
3 Z, —+2krn<2r——<—+2
= ke, 3 + 2km T D 3 + 2kmw
17
o ez, T iokr<2< 2T 4ok,
4 12
Conclusion, ’ensemble solution est
37 17w
s=J {g—&-lm,ﬂ-&-kw
kEZ
5.5 Soit z € R. On a les équivalences suivantes :
4cos(x)sin(z) +1<0 & 2sin (2z) < -1
. 1
& sin (2z) < ~3
-5
& Tkez, “Ziokr<2< —%+2k7r
Conclusion, ’ensemble solution est
S= { om +km,——+k
12 " 12 i
keZ




