Mathématiques PTSI, IntEnt5 Cor 2024-2025

Correction de ’'interrogation 5
d’entrainement
Nombres complexes

\. J

1. Restituer le cours.
1.1 Pour tout z € C, on a

1.2 Pour tout (z,2') € C2, on a
12+ 2'|* = |2)* + 2Re (z2') + Edi

1.3 Pour (z,2') € C?, on a

2l = 12']] < |2 + 2" < 2] + 127] -
1.4 Pour tout § € R, on a

RIS i _ o—if

)= ——— t in(f) = ———
cos (9) 5 e sin (6) 5;

1.5 Pour tout # € R et tout n € Z, on a

(cos (0) +isin (0))" = (ew)n = e™M? = cos (nf) + isin (nd).
2. Calculs de complexes.

2.1 On a les égalités entre complexes suivantes :

(- i)(2-3i) 10-15i-2—3 7-17i (T—17i)(3+4) 21+ 7i—5li+17 38 — 44i

(14 -2 1-2+i+2  3—i 9+1 N 10 10

Conclusion,

2.2 Par la factorisation par 'angle moitié, on a

z= (ei%r —1)15 = (ei% [ei% —eﬂ%])15 = o (22 bln( ))

\ |
/\
\_/

| |
/—\

—1)
= 37\f7,.

Eventuellement on peut préciser que 37 = 2187. Conclusion,

z = (ei%ﬂ —1)15 = 3"V/3i.

2.3 On sait que
V(a,b) € C?,  (a+b)" =a* +4db + 640> + 4ab® + b*.

Par conséquent,
2= (3-2)" =3 +4x 3% x (=20) + 6 x 32 x (=20)° +4 x 3 x (=2i)® + (=2i)*
=92 8 x27—24x9+12x 8+ 16

= 81 — 216% — 216 + 96¢ + 16
=97 — 216 — 1201

Conclusion,

‘ z=(3—2i)" = =119 — 120i.

1/i0
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2.4 Puisque 2024 = 4 x 506, on a

2 = /2T = \[9e1006m — | /9 i253x2m _ |\ /5

Conclusion,
2 =2
2.5 On passe par la forme polaire du numérateur et du dénominateur. On a d’une part
1 3 ‘x
1+i\/§:2<2+i\2[> =2¢'5 .

D’autre part,

1—i—\[<\[— \[) V2e it

Par suite,
1+ 2\[ 2¢i5 \ ' (/3
= 1—1 \/ge—i% - ( € )
. 294 Z47><77r
_ 294 7‘3297r
— 994 il097+iZF
= 294 e s
294 1 ﬁ
2 2
Conclusion,

\z = 2% — 2%/3i. \
3. Applications de la formule d’Euler et de la formule de Moivre.

3.1 Soit = € R. Par la formule d’Euler,

ezm 4

sin? (z) = (;7;%)

V(a,b) € C?,  (a+b)" = a* +4db + 640> + 4ab® + b*.

Or on sait que

Donc,
5= 2714 (7 —4 e3i7 ¢~i7 4 2 g=2iT _ gir g=3ir | o=div)
_ %6 (647 —4621% 46— 42 4 o= %)
_ %6 [ehie 4 em4ir _g (217 4 o=2i7) 4 ]
= 1—16 (2cos (4x) — 8cos (2x) + 6) .
Conclusion,

cos (4z) — 4cos (2z) + 3

sin? (z) = 3

Vérification, si x =0, on a sin*(z) =0 et COS(4I)_48COS(M)+3 =1=43 — 0 OK!
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3.2 Soit = € R. Par les formules d’Euler, on a

3.3

3.4

3.5

T —iz\ 3 T —iz\ 2
cos® () sin? (z) = (e te ) (e —° )
2 21
_ 1 (e3iw 43 e?ia: efia: 43 eia: 6721@ + efiﬁa:) i (e2iw _26i:v efiw 4 6721‘1)
8 —4
_ 37 (6311 +3 ell +3 e—zz +e—31¢) (62” —92 + e—2u,)
—1

= (eSiw —92 eSiz + eiw 43 eSia: —6 eia: 43 efia: 43 eia: —6 efia: 43 6731‘1 + efiw —9 ef?n’a: + effn'w)

-1
D) (2cos (5x) — 4 cos (3x) + 2 cos (x) + 6 cos (3z) — 12 cos (z) + 6 cos (—x))

= 1—6 (cos (5x) + cos (3x) — 2cos (x)) .

Conclusion,

) _ 2cos (x) — cos (5x) — cos (3x)
cos® () sin? (z) = 16 .

X

3 o 2 cos(z)—cos(5z)—cos(3z) __ 1—3—(=1) _ 3/2 _ 3
16 - 16 16 32

Vérification : siz =%, on a cos® (z)sin? (z) = g x 3 = 2 32

OK!

Soit = € R. Par la formule de Moivre, on a

1
8

cos (5z) = Re (") = Re ([cos (x) +isin (a:)]5>

V(a,b) € C?,  (a+b)® =a®+5a*b+10a>b* + 104D + 5ab® + b°.
Donc
cos (5z) = Re (cos® (2) + 5i cos® (z) sin (z) — 10 cos® (z) sin” (z)
—10i cos? (z) sin® () + 5 cos () sin® (z) + i sin® (z))
= cos® (z) — 10 cos® (x) sin? (z) + 5 cos (z) sin® (x) .
De plus sin? (z) = 1 — cos? (z) et sin® (z) = (1 — cos? (3:))2 =1—2cos? (x) + cos? (z). Par conséquent,
cos (5x) = cos® (z) — 10 cos® (x) + 10 cos® (z) + 5 cos (x) — 10 cos® (z) + 5 cos® (z)
= 16 cos® (z) — 20 cos® (x) + 5 cos ().

Conclusion,

‘ cos (5z) = 16 cos® () — 20 cos® () + 5cos (z). ‘

Vérification : si x =0, cos (5x) = 1 et 16 cos® (z) — 20 cos® (x) + 5cos (z) =16 —20+5 =1 OK !/
Soit € R. Par la formule de Moivre,
sin (4z) = Im (e*) = Im [(cos (x)+isin (x))4]
=Im (0054 () + 4i cos® (z) sin (z) — 6 cos® (z) sin® (z) — 4i cos (z) sin® (z) + sin* (z))
= 4cos® (x) sin (x) — 4 cos () sin® ().

Conclusion,

‘ sin (4z) = 4 cos® () sin () — 4 cos () sin® (z) . ‘

Vérification : si x = pi/6, sin (4z) = sin (2F) = § et 4cos® () sin (z) — 4 cos (x) sin® (z) = 4% X
V31 _3v3 V3 _ 2/8 _ V3

PFg=r - =" =% 0K!

Soit « € R. Par la factorisation par ’angle moitié, on a

e 43 _2cos () e = 2 (e_” + e”) — 2cos (z) e = 2cos () e** —2 cos (z) 1™

3/i0
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A nouveau, par la factorisation par ’angle moitié,

; Q7 ; S 13w ; 9x ; 9x 9 13z
e’ 4+ 63 2 cos () e = 2cos () et (e*297 - e’%) = —4icos (x) sin (;) e
Conclusion,
iw | 3iz 1liz ; (9T ize
e’ + e’ —2cos (x) e '" = —4icos (z) sin - )T
3.6 Soient x € R et z = €. On a les calculs suivants
, 4 , , , .
2’2 _1_24 _ (em)Q + (ezx) — esz + (e—w)4 — e2m +e—4m )
Par la formule par I’angle moitié,
224zt =" (¥ +e7%") =2cos (3z) e .
Conclusion,
‘ 2% 4+ 7% = 2cos (3x) e .
4. Equations complexes.
4.1 Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :
1—1:26R - l—z:z:<1—z:z)
1+1iz 1412 1412
- 1—iz 1+4z
1+iz 1—iz
& (1 —iz)(1—4z) = (1412) (1 +iz) car z # 1
&= l—iz—iz— |z =1+iz+iz— |2
& 0=2i(z+7%)
= z=—Z.
Conclusion, pour tout z € C\ {i},
I"Zcr o e\ {i)
z €1 i}.
141z
Interprétation géométrique. Pour tout z € C\ {i} on a
1—iz  —i(z+i)  z+i
1+iz  i(z—i)  z—i
Dés lors en posant A(—i), B(i) et M(z), on a
1, .
ZeRr & _Z +Z, eR
1412 Z—1
< z +Z. €eR
z—1
= X eR, z4+i=Az—1) car z # i
& JAER, AM = XBM
& A, B et M sont alignés
& M e (AB).

L’ensemble solution est la droite (AB) privée du point B.
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4.2 Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :

1—iz . 1—iz (1—iz)
— €1R < — = — -
1412 1+1z 1+1iz
- 1—iz  1+iz
141z 1—1z
& (1—iz)(1—iz)=—(14+1z)(1+1iz)
& 1—iz—iz— |2 = -1 —iz —iz +|2|?
& 2=2|z
& |z] = 1.
Conclusion, pour tout z € C\ {i},
1_iZ€‘R o e U\ {i}
i z i}.
1+1iz
Interprétation géométrique. Pour tout z € C\ {i} on a
1—iz  —i(z+1d)  z+i
L+iz  i(z—d)  z—1i

Dés lors en posant A(—i), B(i) et M(z), on a

L .
“eiR oo  EPlem
1+1iz Z—1
O
Z—1

[7] OoU z=—i

<
=
o
VR
ISENIRN
I |+
~. ~.
~—
Il
N N

[r] ou M=A

& AM 1 BM

& le triangle ABM est rectangle en M.

L’ensemble solution est le cercle de diametre AB privé du point B.

4.3 Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :

1—1iz o 1—izx(1—iz)_1
1+iz 1+iz 1+iz/
1—iz141Z
& - — =1
1+1121—14z
14 iz —iz + |2
& - - 221
1—iz+iz+ |2
&  l4iz—iz+ |z =1—iz4iz+ |2
& 202 = 21z
= 2=7Z.

Conclusion, pour tout z € C\ {i},

1—1z
141z

& z € R.

Interprétation géométrique. Pour tout z € C\ {i} on a
1—iz  —i(z+4i)
T+iz  i(z—1)

z+1
z—1i

510

car z £ i

car z # 1

car z # i
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Dés lors en posant A(—i), B(i) et M(z), on a

1—1z zZ4+1
—cU & — - U
141z z—1
& G g
z—1
& |z 4+ =]z — 1 car z # 1

& AM = BM.

L’ensemble solution est la médiatrice du segment [AB].
4.4 Soit z € C\ {—1}. On a les équivalences suivantes :

z—ieR z—i:(z—i>

z+1 < z+1 z+1
z2—1  ZH+1
z+1 z+1
z—))Z+1)=(Z+1i)(2+1) car z # —1

2P +z—iz—i=|z+Z+iz+i
2—Z=i(2+%)+2i

2iIm (2) = 2iRe (2) + 2¢

Im (z) = Re(z) + 1.

toee e

Conclusion, on obtient une droite privée d’un point : pour tout z € C\ {—1},

zZ—1
z+1
Interprétation géométrique. Posons A(i) et B (—1). Pour tout z € C\ {—1}, posons M(z). On a

€ER & ze{a+ti(l+a)|acR\{-1}}={b—1+ib|beR*}.

z—1
z+1

eR & X eR, z—i=XAz+1) car z # —1

& A eR, AM = \BM
& A, B et M sont alignés
& M € (AB).
L’ensemble solution est la droite (AB) privée du point B.
4.5 Soit z € C\ {—2}. On a les équivalences suivantes :

z—2ieR - z—2i:<z—2i>
z+2 z+2 z+2
o Z—Qi:E-l-Qi
z+2 zZ+2
& (2—20)(zZ+2)=(z+2) (2 +2) car z # —2
& | +2:—2iz—4i= |2 + 22+ 2z + 4i
& 2(2-%) =2i(z+7) +8
& 4¢Im (2) = 4iRe (2) + 8i
= Im (z) = Re(z) + 2.

Conclusion, on obtient une droite privée d’un point : pour tout z € C \ {—2},

— 9
Z+2Z €eR & zelati(@+2)|acR\{-2}}={b—2+ib|beR"}.
Interprétation géométrique. Posons A(2i) et B (—2). Pour tout z € C \ {—2}, posons M(z). On a
— 9
ZZ+2Z€R = X eR, z—2i=X(z+2) car z # —2

JNER, AM =\BM
A, B et M sont alignés
M e (AB).

o

6 fi0
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L’ensemble solution est la droite (AB) privée du point B.
4.6 Soit z € C\ {i}. On a les équivalences suivantes :
1—iz 1—iz (1—iz>
—| = g — X - =
1412 1412 1412
1—iz1l+419z
& - — =2
14021 -1z
1+4iz —iz + |2
& - - 5 =2
1—iz+iz+ |7
& 14iz—iz+ |z =2 -2z 42iz+ 2|2 car z # i
& 0=1+3i(z—2)+]2
o |2]* — 6Im (2) +1 = 0.

Posons a = Re (2) et b =Im (2). Alors

V2

‘liz
=

141z

a4+ b —6b+1=0.

On met alors cette expression polynomiale du second degré sous forme canonique en remarquant que b2 —6b

est le début du carré (b— 3)* :

=V2 & P+ (b-37-941=0

1—1z
1+1iz

=

a2+(b—3)2=8=(2\@)2.

On reconnait alors I’équation du cercle de centre (0, 3) et de rayon 2v/2. Conclusion, I’ensemble des solutions

est donné par

y:{ZGC‘|Z—3i|:2\/§}.

NB : inutile d’enlever i car il n’est pas sur le cercle.

4.7 Soit z € C\ {—1}. On a les équivalences suivantes :

ZﬁiE.R o z—1i <27i>
i =—
z+1 z+1 z+1
- z—t  zZ+1
z+1 z+1
& (z—1)Z+1)=—(Z+1)(2+1) car z # —1
& |2+ z—iz—i=—|z|° — 2 —iz —i
& 212 4z2+424i(z—2)=0
& 2z +2Re(z) — 2Im(2) =0
& |2]* + Re (z) — Im (z) = 0.

Posons a = Re (z) et b =Im (z). Alors

zZ—1
z+1

€iiR

A+’ +a—-b=0

i
& (+1>2 1+<b 1)2 1—0
“Ty 1 2 1
N (a+1)2+(b—1)2—1
2 2/ 2

On reconnait alors I’équation du cercle de centre (—%, %) et de rayon g Conclusion, I’ensemble des

solutions est donné par

Y:{ZE(C

V2
T2

z —

}\{—1}~

2

/i
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Interprétation géométrique. Posons A(i) et B (—1). Pour tout z € C\ {—1}, posons M(z). On a

j—:iEiR = arg(j;i)zg[ﬂ] oU z=1 car z # —1
&  (AM,BM) zg (7] ou M =A

&  AM 1L BM
& le triangle ABM est rectangle en M.

L’ensemble solution est le cercle de diametre AB privé du point B.

4.8 Soit z € C\ {—2}. On a les équivalences suivantes :

z—2i . z—2i (z—2i)

ciR & =
z+2 ! z+2 z+2
2—2  Z+2i
242 Z+2
(= 20)(Z+2) = — (+2) (2 +2)
12> + 22 — 2iz — 4i = — |2|° — 22 — 2iz — 4i car z # —2

20127 +2(2+32) +2i(2—2) =0
12]> 4 2Re (2) — 2Im (2) = 0
2> + 2Re (z) — 2Im (z) = 0.

O A R

Posons a = Re (z) et b =Im (z). Alors

z—2
z+2

€ iR & a®+b*+2a—-2b=0
& (@+1P-1+0b-1)°—-1=0
& (a+1)°+ (-1 =2

On reconnait alors 1’équation du cercle de centre (—1,1) et de rayon v/2. Conclusion, I’ensemble des solutions

est donné par

g={zec|l-(-1+il=v2}\{-2},

Interprétation géométrique. Posons A(2i) et B (—2). Pour tout z € C\ {—2}, posons M (z). On a

Z_%E'R N (2—22’
i ar
z+2 &

>Eg[7(] oU z=2 car z # —1
& (W,W)zg[w] ou M=A
& AM 1L BM
& le triangle ABM est rectangle en M.

L’ensemble solution est le cercle de diametre AB privé du point B.

5. Inéquations trigonométriques.

5.1 Soit « € [0;7]. On a les équivalences suivantes :

cos () — cos (3z) < V/3sin () & —2sin (x—;i%ac) sin(x_23x> < V3sin (2)
& 2sin (2z) sin (x) < V/3sin () car le sinus est impair
x € 10;7] )
& Yu € |0; 7|, >0
{2 sin (22) < V3 car Yu € |0; 7|, sin (u)
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On note que lorsque z € |0; 7| alors 2z € |0; 27[. Par conséquent,

cos () — cos (3z) < V/3sin () N {x € 10; 7

0<2x<% ou 2%<2x<2ﬂ'

x € 10;7]
0<J;<% ou §<x<7r

Conclusion, pour tout x € [0; 7], on a

cos () — cos (3z) < v/3sin () & xE}O;q U [E;w[.

5.2 Soit € R. On a les équivalences suivantes :

1 1 2 2
cos? (z) > 3 & cos () > \ﬁ = g ou cos (x) < —g
3 5
o Jkez, —%+2k7r<x<%+2k7r ou £+2k7r<m<zﬂ+2k7r
& dk € Z, —%+k7r<x<%+k7r.

Conclusion, pour tout x € R, on a

m i
= T € U}—Z—‘rk‘ﬂ',z—l—kﬂ'{.
keZ

5.3 Soit z € R\ { 5 +km | keZ } On a les équivalences suivantes :
tan? (z) —1>0 =3 tan? (z) > 1
& tan () > 1 ovu tan () < —1

& dk e Z, .%‘E{%-i—k‘ﬂ';g-f—kﬂ[ ovU JJE}—%-F]CTF;—%—F/WT}.

Conclusion, pour tout = € R\ { 5+ km \ ke Z}, on a

™

tan? (z) —1>0 & er}_g+kﬂ;_4

T P
—|—k7r} U {Z+kﬁ’§+kﬁ{'
keZ

o/t
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5.4 Soit € R. On a les équivalences suivantes :

l\D

cos (3z) + sin (3z) > V2 & V2 (f s (3z) + g sin (333)) > V2

2
T ™
& cos (Z) cos (3x) + sin (4) sin (3z) > car V2 > 0

o ( 7T>>1
CoOs\x — — .
1

Or le cosinus est majoré sur R par 1. ’ Cette équation n’admet donc aucune solution. ‘

5.5 Soit z € R. En linéarisant on obtient les équivalences suivantes :

cos? (z) 4 4sin () cos (z) — 3sin? (z) < V2 -1

1 2 1— cos (2
Jrc%(x)+2sm(2x)—3%(x)<x/§—1

) + 4cos(§x)72 Vi1
x)

& 2sin (2
(22) 4+ 2cos (2z) — 1 < V2 -1

& 2sin

& 2V/2 <\f cos (2z) — g sin(2:1c)> <V?2

= cos (%) cos (2z) — sin (%) sin (2z) < % car 2v/2 > 0
& cos <2x — E) 1

4 2
s ez g+2kw<2x—£<5§+2kw

s 237
& dk e Z, E+2kw<2x<ﬁ+2kﬂ

T 23
3 VA — —_—
& k €7, 24—|—k‘7r<m< o1 + k.

Conclusion,

7 23
cos® () 4 4sin () cos (z) — 3cos? (z) < V2 -1 & x € U}%—I—k I—i—lm




