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Correction de l’'interrogation 6
d’entrainement
Calcul algébrique

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Pour tout n € N*, on a

n(n+1) “ n(n+1)(2n+1) ( n(n+1)\>
Z’ffiv 2K = 6 o=

1.2 Soient g€ Cet me N, n > m. On a

m 1_qn7m+l

n—m+1 sig=1.

1.3 Soient (a,b) € C* et n € N*. On a

n—1
a — b = (CL _ b) Z ak’bn—k—l.
k=0

1.4 Soient (a,b) € C* et n € N, on a

(a+b)" Z ( )akb"k.

k=0

n\ _ ﬁlk), si k € [0;n]
k 0 sinon.

(1) () =(G5)

2.1 Soient (ay),cy € CY et n € N. On a les égalités suivantes :

1.5 Soient n € Net k € N.
1.6 Soient n € Net k€ N, on a

2. Reconnaitre une somme usuelle.

n n

n n
E (@42 — ak) E (Gky2 — Qg1 + Qpp1 — Qi) = E (ak42 — apy1) + E (@41 — ag)
k=0

k=0 k=0 k=0
On reconnait alors deux sommes télescopiques. Donc
Sy = Gpg2 — a1 + Apg1 — ag.

Conclusion,

‘Sn = Gpy2 + Gyl — 01 —ao-‘

2.2 Soit n € N, n > 2. On a les égalités suivantes :
n 1 n k _ 1
P, = 1—=)= —_—
100115
k=2 k=2

On reconnait alors un produit télescopique. Par conséquent

1
P, = —.
n

1/
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k41 _1)_ k+Ll 1 _
2.3 Soit n € N. On sait que pour tout k € N, sin (3) sin (k+ 3) = cos(k+3 2)2COS( T3t3) _ cos(h) ;OS(kH).

On obtient donc une somme télescopique :

n+l n+1
Sp = kz:%sin <%> sin <k + %) = % kZ:O (cos (k) —cos(k+1)) = % (cos (0) — cos (n + 2)).

Conclusion,

S = 1- cosz(n + 2)‘

2.4 Soit (s,b) € N2, On a les égalités suivantes :

S, = Z (i) (3 x 54)° = Z (Z) 3 x5t =3 Z (Z) (57)" x 157,

u=2 u=2 indépendant de u u=2

On reconnait alors un bindme de Newton :

(S0 ()

=3"((3"+1)" —1-s5")
3" (5" +1)" — 3" —s15°.

Ss

Conclusion,

Sy =3" (5" +1)" — 3" — 515",

2.5 Soient a € C et n € N. On a les égalités suivantes :

n

Sp = Z (k +a)®
k=—2
= > (K +3ak® + 30’k + )
k=—2
=" (k* + 3ak? + 30’k + a®) + (—1)° + 3a (~1)* + 3a® (1) + o
k=0
+(=2)° +3a(-2)* + 3a% (—2) + &
=Y K +3a) K +3a>> k+a®» 1-1+3a—3d>+a®—8+12a - 6a® + o’
k=0 k=0 k=0 k=0
1) )@2n+1 1
= (%) 430 )6( n+l) +3a2n(n2+ ) f(n+1)a® — 9+ 150 — 9a? + 207
Conclusion,
1))° 1) (2n +1 1
S, = <%) —9+ (”(”+ )2( ntl) +15>a+ (% —9) a® + (n+3) d®.
3. Savoir faire un changement d’indice.
3.1 Soit n € N. Effectuons le glissement d’indice k = 2n — 4+ k, on a :
n 3n—4 ~ 3n—4
P, = H (2n—4+k) = H k= k car 'indice de sommation est muet.
k=0 k=2n—4 k=2n—4

itk (3n—4)!

2B (2n—5)0

Conclusion,
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3.2 Tout d’abord, on a
100 100 100
S=>(VI2—k-Vk) =Y Viez—k-> vk
k=0 k=0 k=0

On effectue I'inversion d’indice k& = 102 — k dans la premiére somme. On obtient alors

102

100 102 100

S = Z \/z — Z Vk = Z Vk — Z Vk car l'indice de sommation est muet
f=2 = = =0

Conclusion,

100 100

= 102+\/W+Zf > VE-Vi-V0

k=2
102 + v101 — 1.

5= V102 + VI0l— 1.

3.3 Soit (n, p) € N2, On n’effectue pas pas de glissement d’indice mais I'inversion d’indice suivante : k=n+p—k.

On a alors

507

k=0

Conclusion,

3.4 Soit (m,p) € N? p

p—m p
§ : ew(n+m)2 _
n=0 n=m

Par conséquent,

Conclusion,

3.5 Soit (n,p) € N2,

n+p

nzpz

n—+p
ntp = E ntp car l'indice de sommation est muet
n+p—k = \n +p—k

far n+p
Z( +p—(n+p-— k))
_n +
_k:p L)

500)E00)

k=0 k—p

> m + 1. On effectue le glissement d’indice 7 =n +m :

p
72 2 . . .
g ™™ = g ek car 'indice de sommation est muet.
k=m
Pz 2 pil 2 P 2 pil 2 2
§ ew(n+m) _ § eﬂ'k: — E eﬂ'k: . § eﬂ'k: — ™
n=0 k=m k=m k=m

p—m p—1

2 2 2
§ eTr(n-',-m) _ E eTrk — ™
n=0 k=m

1. Posons S,, = Z [sin (k + p) —sin (k)]. On a
k=0
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On effectue le glissement d’indice k = k + p dans la premiére somme :

n+p

Sy = Z sin (l;;
k=p

) — Z sin (k)
k=0

) — Z sin (k) car 'indice de sommation est muet
k=0

n p—1 n
= Z sin (k) + Z sin (k) — Z sin (k) — Z sin (k) par la relation de Chasles
k=p k=0 k=p

n-+p

E sin

k=n+1

k=n-+1

(k) = sin (k).
k=0

On effectue alors un nouveau glissement d’indice Kk = k — n — 1 dans la premiére somme :

k=0

Conclusion,

Sp = Zsin (/%—i—n—i— 1) —Zsin(k) = Zsin(k+n+1) - Zsin(k).
k k=0 k=0 k=0
n p—1
> fsin (k +p) —sin (k)] = > [sin (k +n + 1) — sin (k)].
k=0 k=0

4. Sommes doubles rectangulaires.

4.1 Soit (n,m) € (N*)?. Mét

Conclusion,

Méthode 2. On a

hode 1. On a
Som =Y (2i—5)=Y_ > (2i—j)
1<i<n j=11i=1
1<j<m
m n n
SO WD)
j=1 i=1 i=1
m
1
_ (2n(n+ )—n])
: 2
j=1
m m
zn(n+1)21—n23
j=1 j=1
1
=mn(n+1)— m(rr;+ )
2n—m—+1

1<i<n i=1 j=1
1<j<m
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Conclusion,

2n—m—+1
5 .

4.2 Soit n € N*. On est dans le cas ou les variables sont séparées. On a donc :

iy N nn+1) (nn+1)\>
S ZJ"(Z@) ;J RIS

1<i,5<n i=1

Sn,m = nm

Conclusion,

s, — <n(n2+ 1))3.

4.3 Soit n € N*. Pour tout (,7) € N on a
(i +25)° = i + 3i2 (2§) + 3i (25)% + (2))® = i® + 6i%j + 12i5% + 85°.
Par conséquent :

Su= D (i+2))

1<i,j<n

= > (®+6i% + 12i5° + 85%)
1<i,j<n

= > P46 Y Pf+12 Y it +8 Y
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

n n

<;¢3> ;1 —&-6(;@'2) ;y +12<g¢> <j=1j2 +8<;1> ;jg

_(n(n+1))2n+6n(n+1)(2n+1)n(n+1)H2n(n 1)n(n+1)(2n+1)+8n<n(n+l))2
2 6 2 2 6 2
2 1
:n2(n+1)2{g+ n; +2n—|—1+2n}
2 12
=$[n+4n+2+8n+4+8n]
Conclusion,

n?(n+ 1) (21n + 6)
7 .

Sp =

4.4 Soit (n,m) € (N*)%. On a, en utilisant & plusieurs reprises la formule du binéme de Newton,

= 3 (1)(5) e

-2 (1)) ()()7)
() (S0)
SO EO-1OECK-
- :1 ((?)3 (1+1)™ 1]+ (?) (5+1)" — 1])
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Conclusion,

[ Sum = (2" =) (A" = 1)+ (6™ —1) (2" — 1).|

4.5 Soient n € N* et a € R. On a

Sy = Z cos ((l + k) g) = Re (ei(Hk)%) = Re el

1<k, I1<n 1<k,I<n

() (527

L’indice de sommation étant muet, on peut également écrire que

n n n 2
)]+ )
=1 =1 =1

On reconnait & l'intérieur une somme géométrique de raison ¢ = e*5 # 1. L’indice commencant en 1, on a

1— qnombw de termes

(Rappel somme géométrique = premier terme X =

Les variables étant séparées,

Par la factorisation par I’angle moitié,

B . . . 2
i eing g—ing _ ging
Sn = Re e’s G i P
e's e '6 —e's

Conclusion,

5. Sommes doubles triangulaires.
5.1 Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

Sn = Z jjlzz

n
1<i<j<n j=2 i=

Il
INgE
|-
_
—
<
ol |
—
Nawt
<

On pose k = j — 1 on peut aussi se contenter d’ajouter/enlever le premier terme puis de factoriser le
résultat obtenu mais connaissant votre goit pour le changement d’indice je prends cette derniére méthode).

Alors
1« (n—=1)n _(n—=1)(n+2)
5; ( 2 +”_1)_ 1 '

Conclusion, | S, = w ]

JE
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5.2 Soit n € N*. On a les égalités entre entiers suivantes :

Sy = Z (n—i)j=

j—1
j E n— ’L
1<i<jgsn 7 1=1

S3 (a0 )

j=2

M:

2

3

3

2n —j
2

= JjG-1

On pose k = j — 1 on peut toujours se contenter d’ajouter/enlever le premier terme puis de factoriser le
résultat obtenu). On a alors,

- n—k—-1
Sp=> (k+1)k 5
k=1
1n71
:§Z(k2+k)(2n—k—1)
k=1
n—1

:%Z[(2n—1)k2+(2n—1)k—k3—k2]

oo
=3 [(2n—2)k* + (2n — 1) k — k7]
P
:% (2 —2) (n—l)rg(2n—l) @n1) (n—21)n B ((n—21)nﬂ
:%[4(71—1)(211—1)+6(2n—1)—3(n—1)n]
:(”;741)" [8n* — 12n + 4+ 12n — 6 — 3n® + 3n]
:% [5n° +3n — 2]

On remarque que —1 est une racine de 522 + 3z — 2. Conclusion,

(nfl)n(n+1)(5n72).

Sn = 24

5.3 Soit n € N*. On a les égalités entre entiers suivantes :

{(n(n+1))2+n(n+l)6(2n+1)

27[3n2+3n+4n—|—2].

Soit A le discriminant de z — 3z2 + 7z + 2. On a A = 49 — 24 = 25. Donc les racines associées sont

—"7_5 _ |4 . . . .
76 2 = —2 et % = —%. On obtient donc la factorisation suivante :

nn+1)3(n+3)(n+2) n(n+1)Bn+1)(n+2)
24 B 24 )

Sy =

/8
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5.4 Soient n € N* et ¢ € C\ {1}. On a les égalités entre réels suivantes :
n J
So= D =3 d) d"
1<i<i<n j=1 =1
On reconnait une somme géométrique de raison g # 1. Donc

n ; n
.qu]_ q 2 q .
S = J = Y J
n jgquq—l q_ljglq q_1§ q

j=1

On reconnait & nouveau des sommes géométriques de raison g2 # 1 et ¢ # 1. Ainsi,

q q2q2"—1_ ¢ 41
g—1" ¢2—-1 qg—1"g—1
2
_ 2n+1 n
=—— (g —q—(q+1)(¢" - 1))
(a—1)7(¢g+1)
2
_ 2n+1 n+1 n
= ————— (& =" ="+ )
(@—1)7(¢g+1)

S, =

o

o R

Conclusion,

q2 (q2n+1 _ qn+1 — "+ 1)
(=17 (g+1)

Sy =

On peut vérifier son résultat en prenant n = 1.

5.5 Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

Sa= > 57 =Y 2t

1<i<j<n Jj=2

j=2
1 & 1«
S W o
6 “ 6 4
j=2 j=2
_1{n(r+1)(2n+1) 1 n(n+1)
6 6 2
n(n+1)
= 2 1-—
36 [2n + 3]
Conclusion,
n(n+1)(n-1)
Sy =
18




